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PREFACE 
'Analyse  qu'on  explique  dans 
cet  Ouvrage  ,  fuppofè  la  com- 

mune ;  mais  elle  en  cil  fore  diffé- 

rence. L'Analyfe  ordinaire  ne 
traire  que  des  grandeurs  finies  :  celle-ci  pé- 

nètre jufque  dans  l'infini  même.  Elle  compare 
les  différences  infiniment  petites  des  gran- 

deurs finies  3  elle  découvre  les  rapports  de  ces 
différences  :  &  parla  elle  fait  connoître  ceux 

des  grandeurs  finies ,  qui  comparées  avec  ces 

infiniment  petits  font  comme  autant  d'infi- 
nis. On  peut  même  dire  que  cette  Analyfc 

s'étend  au-delà  de  l'infini  :  car  elle  ne  fe  borne 
pas  aux  différences  infiniment  petites  ;  mais 
elle  découvre  les  rapports  des  différences  de 
ces  différences ,  ceux  encore  des  différences 

troifiémes ,  quatrièmes ,  &  ainfi  de  fuite ,  fans 

trouver  jamais  de  terme  qui  la  puifle  arrêter. 
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iv  P  RE  F  J  C  E. 

De  forte  qu'elle  n'embrafle  pas  ieulcmcnt 
l'infini  ;  mais  l'infini  de  l'infini ,  ou  une  infi- 

nité d'infinis. 
Une  Analyfe  de  cette  nature  pouvoit  feule 

nous  conduire  jufqu'aux  véritables  principes 
des  lignes  courbes.  Car  les  courbes  n'étant 
que  des  polygones  d'une  infinité  de  côtés ,  &c 
ne  différant  cntr'elles  que  par  la  différence 
des  angles  que  ces  côtés  infiniment  petits  font 

cntr'eux  3  il  n'appartient  qu'à  l' Analyfe  des 
infiniment  petits  de  déterminer  la  pofition  de 

ces  côtés  pour  avoir  la  courbure  qu'ils  for- 
ment, c'eft-à-dire  les  tangentes  de  ces  cour- 

bes ,  leurs  perpendiculaires,  leurs  points  d'in- 
flexion ou  de  rebrouffement,  les  rayons  qui 

s'y  réfléchiffent ,  ceux  qui  s'y  rompent ,  &c. 
Les  polygones  infcrits  ou  circonfcrits  aux 

courbes ,  qui  par  la  multiplication  infinie  de 
leurs  cbtéi  y  fe  confondent  enfin  avec  elles, 

ont  été  pris  de  tout  temps  pour  les  courbes 

mêmes.  Mais  on  en  étoit  demeuré  là  :  ce  n'cfl: 

que  depuis  la  découverte  de  l'Analyse  dont  il 
s'agit  ici ,  que  l'on  a  bien  fenti  l'étendue  &:  la fécondité  de  cette  idée. 

Ce  que  nous  avons  des  Anciens  fur  ces 

matières  ,  principalement  d' ̂ rchimede ,  eft 
a-ffurémcnt  disne  d'admiration.  Mais  outre 



P  RE  F  J  C  E.  V 

qu'ils  n'ont  touché  qu'à  fort  peu  de  courbes, 
qu'ils  n'y  ont  même  touché  que  légèrement  j 
ce  ne  font  prefque  par  tout  que  propofitions 

particulières  ôc  fans  ordre  ,  qui  ne  font  -aper- 
cevoir aucune  méthode  résiuliere  &L  fuivie. 

Ce  n'eft  pas  cependant  qu'on  leur  en  puille  " JrchimeSs dt 
faire  un  reproche  légitime  :  ils  ont  eu  befoin  ̂ ;"fafC''!Z 
d'une  extrême  force  de  génie  *  pour  percer  ̂ ^  '''•?««  kj^if \  1  )    t   r         •    '        o  _"  ^1        /''"  >    tôt  al  que 
a  travers  tant  d  obicurices ,  ÔC  pour  entrer  les  \„:^i  viJw- 

premiers  dans  des  païs  entièrement  inconnus,  f"^'/'»  .  «« 
c>-i        .  '    '1     •  '-1  U'  fitbt'l'Jfimamm^ 
b  ils  n  ont  pas  ete  loin,  s  ils  ont  marche  par  demonftratio. 

de  lon^s  circuits  ;  du  moins ,  quoi  qu'en  dife  """'  -^^ //'"''*- 
T  Viette  >  ils  ne  le  font  point  égares  :  ÔC  plus  bw  anifidum 

les  chemins  qu'ils  ont  tenus  écoient  difficiles  ̂ f  ̂'"-''^  »«/- 

ôc  épineux,  plus  ils  font  admirables  de  ne  s'y  '»giMà fatchor,. 
etre  pas  perdus.  En  un  mot  il  ne  paroit  pas  impUtiomita- 

que  les  Anciens  en  ayent  piJi  faire  davantage  '"''.'"  ̂ ^cffl. •*  I  . ,    ̂   i  .  ,      ̂      ̂ uin  firupului 
pour  leur  temps  :  ils  ont  rait  ce  que  nos  bons  a>ime  fmfer 

efprits  auroient  fait  en  leur  place  ;  &:  s'ils  ̂ *''"«^^"«'/- 
,/  .  V    ,  ^  -1      a    ̂   •  >\  '  demonfira- 
ctoient  a  la  notre  ,  il  elt  a  croire  qu  ils  au-  tiems  me  non 

roient  les  mêmes  vues  que  nous.  Tout  cela  ZZ'^&c.'°' 
eft  une  fuite  de  l'égalité  naturelle  des  efprits  BuiiiaWus 

S>c  de  la  fucceffion  néccffaire  des  découvertes.  „e,s  rpiiaii" 
Ainlî  il  n'eft  pas  furprenant  que  les  An-  ̂"^• 

ciens  n'ayent  pas  été  plus  loin  j  mais  on  ne  i^'-^^'-è^r. r  .         ̂ ,       \  ,  ^  .  ckmedes ,  fal-  ' 
içauroit  ailes  s  étonner  que  de  grands  hom-  ucu.r  conciufit 

mes,  &  fans  doute  d'aufTi  grands  hommes  f"^'"^"'à-c. 

a  lij 
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que  les  Anciens,  en  foient  fi  long  temps  de- 
meurés là  j  &  que  par  une  admiration  prefque 

fuperftitieufe  pour  leurs  ouvrages,  ils  le  foient 
contentés  de  les  lire  &  de  les  commenter,  fans 

fe  permettre  d'autre  ulage  de  leurs  lumières , 
que  ce  qu'il  en  falloir  pour  les  fuivre  5  fans  ofer 
commettre  le  crime  de  penfer  quelquefois 

par  eux-mêmes ,  6c  de  porter  leur  vue  au  delà 
de  ce  que  les  Anciens  avoient  découvert.  De 

cette  manière  bien  des  gens  travailloient ,  ils 
écrivoient,  les  Livres  le  multiplioient  ,  bc 

cependant  rien  n'avançoit  :  tous  les  travaux 
de  plufieurs  fiecles  n'ont  abouti  qu'à  remplir 
le  monde  de  refpe6lueux  commentaires  &  de 

tradudions  répétées  d'originaux  louvent  alfés 
méprifables. 

Tel  fut  letat  des  Mathématiques ,  bc  fur 

tout  de  la  Philo Ibphie ,  jufqu'à  M.  Defcartes. 
Ce  grand  homme  pouffé  par  fon  génie  &:  par 

la  fupériorité  qu'il  fe  fentoit ,  quitta  les  An- 
ciens pour  ne  fuivre  que  cette  même  raifon 

que  les  Anciens  avoient  fuivie  \  &c  cette  heu- 
reufe  hardieire,qui  fut  traitée  de  révolte,  nous 
valut  une  infinité  de  vues  nouvelles  &  utiles 

liir  la  Phyfique  &  fur  la  Géométrie.  Alors  on 

ouvrit  les  yeux,  &c  l'on  s'avila  de  penfer. 
Pour  ne  parler  que  des  Mathématiques , 
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PREFACE.  vij 
dont  il  eft  feulement  ici  quellion,  M.  De/cartes 
commença  où  les  Anciens  avoient  fini  ,  &; 

il  débuta  par  la  folution  d'un  Problème  ou 
PappHs  dit  *  qu'ils  étoient  tous  demeurés.  On  *  Coiua. 
fçait  jufqu'où  il  a  porté  l'Analyfe  &  la  Géo- 

métrie, &;  combien  l'alliage  qu'il  en  a  fait,  '"'"''• 
rend  facile  la  folution  d'une  infinité  de  Pro- 

blêmes qui  paroifïoient  impénétrables  avant 

lui.  Mais  comme  il  s'appliquoit  principale- 
ment à  la  réfolution  des  égalités ,  il  ne  fit  d'at- 

tention aux  courbes  qu'autant  qu'elles  lui  pou- voient  fervir  à  en  trouver  les  racines  :  de  lorte 

que  l'Analyle  ordinaire  lui  fuffifant  pour  cela, 
il  ne  s'avifa  point  d'en  chercher  d'autre.  H 
n'a  pourtant  pas  laiffé  de  s'en  fervir  heureufe- 
ment  dans  la  recherche  des  tangentes  5  &:  la 

Méthode  qu'il  découvrit  pour  cela ,  lui  parut 
fi  belle ,  qu'il  ne  fit  point  de  difficulté  de  dire , 
*que  ce  Problême  etoit  le  plus  utile  &  Is  plus  *  Ctomtr, 

général  ̂   non  feulement  qu'tl/çât  3  mais  même  ̂ "'■^" 
quïl  eût  jamais  àefiré  de Jça'voir  en  Géométrie. 
Comme  la  Géométrie  de  M.  Defcartes  avoit 

mis  la  conftruârion  des  Problêmes  par  la  réfo- 

lution des  égalités  fort  à  la  mode ,  &  qu'elle 
avoit  donné  de  grandes  ouvertures  pour  cela  ; 
la  plupart  des  Géomètres  %y  appliquèrent ,  ils 
y  firent  aufll  de  nouvelles  découvertes  j  qui 
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s'augmentent  6c  fc  perfedlionncnt  encore  tous 
les  jours. 

Pour  M.  Pajchal ,  il  tourna  fcs  vues  de  tout 
un  autre  côté  :  il  examina  les  courbes  en  elles- 

mêmes  ,  &  fous  la  forme  de  polygone }  il  re- 

chercha les  longueurs  de  quelques-unes,  l'el^ 

pace  qu'elles  renferment ,  le  folide  que  ces 
cfpaces  décrivent ,  les  centres  de  gravité  des 
unes  6c  des  autres,  ôcc.  Et  par  la  confîdéra- 

tion  feule  de  leurs  élémens ,  c'cil-à-dire  des 
infiniment  petits ,  il  découvrit  des  Méthodes 

générales  &:  d'autant  plusfurprenantcs,  qu'il 
ne  paroît  y  être  arrivé  qu'à  force  de  tête  6c 
fans  analyfe. 

Peu  de  temps  après  la  publication  de  la 

Méthode  de  M.  Def cartes  pour  les  tangentes, 
M.  de  Fermât  en  trouva  aufli  une ,  que  M. 

*  Lett.  71.  J^efcartes  a  enfin  avoué  *  lui-même  être  plus 
nmple  en  bien  des  rencontres  que  la  fiennc. 

11  eil  pourtant  vrai  qu'elle  n'étoit  pas  encore 
auffi  fimple  que  M.  Barrow  l'a  rendue  depuis 
en  confidérant  de  plus  près  la  nature  àts  poly- 

gones, qui  prétente  naturellement  à  l'efprit  un 
petit  triangle  fait  d'une  particule  de  courbe^ 
comprifè  entre  deux  appliquées  infiniment 

proches  ,  de  la  différence  de  ces  deux  appli- 
quées ,  6c  de  celle  des  coupées  correfpondan- 
^  tes  j 
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res  ;  &  ce  triangle  cft  femblable  à  celui  qui 

fe  doit  former  de  la  tangente ,  de  l'appliquée , 
&;  de  la  foutangente  :  de  forte  que  par  une 

fimple  Analogie  cette  dernière  Méthode  épar- 
gne tout  le  calcul  que  demande  celle  de  M. 

Départes :,  &  que  cette  Méthode ,  elle-même, 
demandoit  auparavant. 

M.  Barrow  *n'cn  demeura  pas  là,  il  inventa   *  J-ea.  Ge». 

aufli  une  efpece  de  calcul  propre  à  cette  Mé-  '""'  ̂' 
thode  5  mais  il  lui  falloit,  auili-bien  que  dans 
celle  de  M.  Defcartes,  ôter  les  fra£lions ,  ôi 
faire  évanouir  tous  les  fignes  radicaux  pour 
s'en  fcrvir. 

Au  défaut  de  ce  calcul  efl  furvenu  celui  du 

célèbre* M.  Leihnù s  &  ce  fçavant  Gcomc-      *  -^'^^ 

trc  a  commencé  où  M.  Barrow  èc  les  autres  ̂ ^^_^1%'P' 

avoientfinj.  Son  calcul  l'a  mené  dans  àcs  païs  ?■  4'5-'- 
jufqu'ici  inconnus  5  ôc  il  y  a  fait  des  décou- 

vertes qui  font  l'étonncmcnt  des  plus  habiles 
Mathématiciens  de  l'Europe.    M"  BernouHi 
ont  été  les  premiers  qui  le  font  aperçus  de  la 

beauté  de  ce  calcul  :  ils  l'ont  porté  à  un  point 
qui  les  a  mis  en  état  de  furmonter  des  diifi- 

cultés  qu'on  n'auroit  jamais  ofc  tenter  aupa- ravant. 

L'étendue  de  ce  calcul  eft  immenfe  :  il  con- 
vient  auxcourbes  mécaniques ,  comme  aux 

b 
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géométriques  j  les  fîgnes  radicaux  lui  font  in- 
differens  ;  &C  même  fouvcnt  commodes  ;  il 

s'étend  à  tant  d'indéterminées  qu'on  voudra  ; 
la  comparaifon  des  infiniment  petits  de  tous 
les  genres  lui  eft  également  facile.  Et  de  là 

naiiîent  une  infinité  de  découvertes  furpre- 

nantcs  par  rapport  aux  tangentes  tant  cour- 
bes que  droites  ,  aux  queflions  De  maximis 

&  mmimn ,  aux  points  d'inflexion  Sc  de  re- 
brouffement  des  courbes,  aux  dévelopées ,  aux 
cauftiqucs  par  réflexion  ou  par  refrad:ion,ôCc. 
comme  on  le  verra  dans  cet  Ouvrage. 

Je  le  divife  en  dix  Sedions.  La  première 

contient  les  principes  du  calcul  àz%  difl'éren- ces.  La  féconde  fait  voir  de  quelle  manière 

l'on  s'en  doit  fervir  pour  trouver  les  tangen- 
tes de  toutes  fortes  de  courbes ,  quelque  nom- 

bre d'indéterminées  qu'il  y  ait  dans  l'équation 
•^Défigura-  qui  les  exprime,  quoique  M.  Crai^e^noiit 
rum  curvil:-     ̂   a  jia>/  j  r'  ! 
nearum  qiuj.  P^s  ctu  qu  il  put  S  eccndre  juiqu  aux  courbes 
draturis.  mécaniqucs  ou  tranfcendances.  La  troifiéme, 

comment  il  fert  à  refondre  toutes  les  qucfliions 

De  maximts  &  minimu.  La  quatrième,  com- 

ment il  donne  les  points  d'inflexion  &;  de  re- 
brouffement  des  courbes.  La  cinquième  en 

découvre  l'ufage  pour  trouver  les  dévelopées 
de  M.  HugenSi  dans  toutes  fortes  de  courbes. 
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La  fixiéme  &  la  feptiémc  font  voir  comment 

il  donne  les  cauftiques  jCant  par  réflexion  que 

par  réfradion ,  dont  l'illuflre  M.  Tfchirnham 
cft  l'inventeur ,  &:  pour  toutes  fortes  de  cour- 

bes encore.  La  huitième  en  fait  voir  encore 

l'ufage  pour  trouver  les  points  des  lignes  cour- 
bes qui  touchent  une  infinité  de  lignes  don- 

nées de  pofition,  droites  ou  courbes.  La  neu- 
vième contient  la  folution  de  quelques  Pro- 

blêmes qui  dépendent  des  découvertes  précé- 
dentes. Et  la  dixième  confiile  dans  une  nou- 

velle manière  de  fe  fervir  du  calcul  des  diffé- 

rences pour  les  courbes  géométriques  :  d'où 
l'on  déduit  la  Méthode  de  M''  De/cartes  5C 

Hudâe  i  laquelle  ne  convient  qu'à  ces  fortes de  courbes. 

Il  eft  à  remarquer  que  dans  les  Seâ;ions  z, 

5 ,  4 ,  j ,  6 ,  7,  8 ,  il  n'y  a  que  très  peu  de  pro- poficions  j  mais  elles  font  toutes  générales ,  6c 
comme  autant  de  Méthodes  dont  il  eft  aifé 

de  faire  l'application  à  tant  de  propofitions 
particulières  qu'on  voudra  :  je  la  fais  feule- 

ment fur  quelques  exemples  choifis ,  perfuadé 

qu'en  fait  de  Mathématique  il  n'y  a  à  profiter 
que  dans  les  Méthodes ,  &:  que  les  Livres  qui 

ne  confiftent  qu'en  détail  ou  en  propofitions 
particulières ,  ne  font  bons  qu'à  faire  perdre 

b  ij 
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du  temps  à  ceux  qui  \qs  font,  &  à  ceux  qui 

les  li(ènc.  Aullin'ai-je  ajouté  les  Problêmes 
de  la  Sedion  neuvième,  que  parcequ'ils  paf- 
feiit  pour  curieux,  &  qu'ils  font  trèsuniver- 
fels.  Dans  la  dixième  Sedion  ce  ne  font  en- 

core que  des  Méthodes  que  le  calcul  des  dif- 

férences donne  à  la  manière  de  M"  Defcartes 
èC  Huddes  &C  il  elles  font  fi  limitées ,  on  voit 

par  toutes  les  précédentes  que  ce  n'cll  pas  un 
défaut  de  ce  calcul,  mais  de  la  Méthode  Car- 
téfîcnne  à  laquelle  on  raflujettit.  Au  contraire 

rien  ne  prouve  mieux  l'ufàge  immenfe  de  ce 
calcul ,  que  toute  cette  variété  de  Méthodes  j 

&  pour  peu  d'attention  qu'on  y  fafle  ,  l'on 
verra  qu'il  tire  tout  ce  qu'on  peut  tirer  de 
celle  de  M"  Defcartes  &C  Hudde ,  5c  que  la 

preuve  uniyerfellc  qu'il  donne  de  l'ufage 

qu'on  y  fait  des  progrefïjons  arithmétiques, 
ne  laifle  plus  rien  à  fouhaiter  pour  l'infailli- 

bilité de  cette  dernière  Méthode. 

J'avois  deflfein  d'y  ajouter  encore  une 
Sedion  pour  faire  (èntir  aufll  le  merveilleux 

ufage  de  ce  calcul  dans  la  Phyfique,  jufqu'à 
quel  point  de  précifion  il  la  peut  porter  ,  Sc 
combien  les  Mécaniques  en  peuvent  retirer 

d'utilité.  Mais  une  maladie  m'en  a  empêché  : 
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Le  public  n'y  perdra  pourtant  rien  ,   bc  il 
l'aura  quelque  jour  même  avec  ufure. 

Dans  tout  cela  il  n'y  a  encore  que  la  pre- 
mière partie  du  calcul  de  M.  Letbnis,  laquelle 

contifte  à  defcendu'e  des  grandeurs  entières  a 
leurs  différences  infiniment  petites ,  &  à  com- 

parer entr'eux  ces  infiniment  petits  de  quel- 

que genre  qu'ils  foient  :  c'eft  ce  qu'on  appelle 
Calcul  dijfénntiel.  Pour  l'autre  partie  ,  qu'on 
appelle  Calcul  intégral,  dc  qui  confifte  à  re- 

monter de  ces  infiniment  petits  aux  gran- 
deurs ou  aux  touts  dont  ils  font  les  différen- 

ces,  c'efl-à-dire  à  en  trouver  les  fommes, 

j'avois  aufTi  defTein  de  le  donner.  Mais  M. 
Leibnis  m'ayant  écrit  qu'il  y  travailloit  dans 
un  Traité  qu'il  intitule  De  Scicntiâ  ïnfiniti , 
je  n'ai  eu  garde  de  priver  le  public  d'un  Çi  bel 
Ouvrage  qui  doit  renfermer  tout  ce  qu'il  y  a 
de  plus  curieux  pour  la  Méthode  inverfe  des 
tangentes ,  pour  les  re<5bifàcations  des  courbes, 

pour  la  quadrature  àts  efpaces  qu'elles  ren- 
ferment ,  pour  celles  des  furfaces  des  corps 

qu'elles  décrivent ,  pour  la  dimenfîon  de  ces 
corps ,  pour  la  découverte  des  centres  de  gra- 

vité ,  ô^c.  Je  ne  rends  même  ceci  public ,  que 

parcequ'il  m'en  a  prié  par  fes  Lettres ,  &  que 
je  le  crois  néccffaire  pour  préparer  les  efprits 
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à  comprendre  tout  ce  qu'on  pourra  découvrir dans  la  fuite  fur  ces  matières. 

Au  rcile  je  reconnois  devoir  beaucoup  aux 
lumières  de  M"  BernouUi  y  fur  tout  à  celles  du 

jeune  prefentement  Profeflcur  à  Groningue. 
Je  me  fuis  fervi  (ans  façon  de  leurs  découver- 

tes &;  de  celles  de  M.  Leihnis.  C'eft  pourquoi 
je  conlèns  qu'ils  en  revendiquent  tout  ce  qu'il 
leur  plaira ,  me  contentant  de  ce  qu'ils  vou- dront bien  me  laiiTer. 

C'ell  encore  une  juftice  duc  au  fçavant  M, 
*  'journal   2<leiiwton,  &C  ouc  M. Leibnis  lui  a  renduë*lui- 

du  50  ̂oiijl  même  :  Cki  n  avoit  aulli  ti  ouve  quelque  choie 
^'^^'^-  de  femblabîe  au  calcul  différentiel ,  comme  il 

paroît  par  l'excellent  Livre  intitulé  Phtlo/o- 
vhîA  naîuralis  prir/cipia  Mathsmatica ,  qu'il 
nous  donna  en  1687,  lequel  efî:  prefque  tout 
de  ce  calcul.    Mais  la  Caraderiilique  de  M. 
Leibnis  rend  le  (ien  beaucoup  plus  facile  bc 

plus  cxpeditif  3  outre  qu'elle  ell  d'un  fecours merveilleux  en  bien  àçs  rencontres. 

Comme  l'on  imprimoit  la  dernière  feuille 
de  ce  Traité ,  le  Livre  de  M.  Nieuwentiit  m'eft 
tombé  entre  les  mains.  Son  titre ,  Analyfis 

in  finit  ofum ,  m'a  donné  la  curiolîté  de  le  par- 
courir :  mais  j'ai  trouvé  qu'il  étoit  fort  diffé- 

rent de  celui-ci  ;  car  outre  que  cet  Auteur 
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ne  fe  ferc  point  de  la  CaradcriiHque  cîe  M. 
Leihnis  i  A  rejette  abfolument  les  différences 

fécondes ,  troifiémcs ,  ÔCc.  Comme  j'ai  bâci  la 
meilleure  partie  de  cet  Ouvrage  fur  ce  fonde- 

ment, je  me  croirois  obligé  de  répondre  à  ic% 
objedions ,  &  de  faire  voir  combien  elles  font 

peu  folides,  (î  M.  Leihnis  n'y  avoir  déjà  plei- 
nement fatisfait  dans  les  Ades  *  de  Lcypfick.  *At^aEruA. 

D'ailleurs  les  deux  demandes  ou  fuppofitions 
que  j'ai  faites  au  commencement  de  ce  Trai- 

té, ôi  fur  lefqucllcs  feules  il  eil:  appuyé  ,  me 
paroifTent  fi  évidentes  ,  que  je  ne  crois  pas 

qu'elles  puifTent  laiffer  aucun  doute  dans 
l'efprit  des  Le6teurs  attentifs.  Je  les  aurois 
même  pu  démontrer  facilement  à  la  manière 

èiZs  Anciens,  fî  je  ne  me  fufle  propofc  d'être 
court  fur  les  chofcs  qui  font  déjà  connues ,  & 

de  m'attacher  principalement  à  celles  qui  font nouvelles. 

av.  i<î9j    p. 

510  &',(><). 
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ANALYSE 
D  E  S 

INFINIMENT     PETITS- 

Premiers     Partie. 

DU    CALCUL    DES    DIFFERENCES. 

Section    première. 

0«  l'on  donne  Us  règles  de  ce  Calcul. 
D  e'  F  I  N  I  T  I  O  N      I. 

N  appelle  quantités  variables  celles  qui 
ugmentenc  ou  diminuent  continuelie- 
iient  ;  &  au  contraire  quantités  confiantes 
elles  qui  demeurent  les  mêmes  pendant 
iue  les  autres  changent  Ainfi  dans  une 
;)arabo!e  les  appliquées  &:  les  coupées  font 

àes  quantités  variables,  au  lieu  que  le  paramètre  eft  une 
quantité  confiante. 

A 
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D  E'  F  I  N  I  T  I  O  N     II. 

La  portion  infiniment  petite  dont  une  quantité  variable 
augmente  ou  diminue  continuellement,  en  eftappellée  la 

FiG.  I.  Différence.  Soit  par  exemple  une  ligne  courbe  quelconque 
^iWi?,  qui  ait  pour  axe  ou  diamètre  la  ligne  .^C,  &pour 
une  de  Tes  appliquées  la  droite  P Ml  Se  foit  une  autre  ap- 

pliquée pin  infiniment  proche  de  la  première.  Cclapoié, 

i\  l'on  mené  MR.  parallèle  à  AC  >  les  cordes  AM,  Ami 
&  qu'on  décrive  du  centre^,  de  l'intervalle  ̂ Af  le  petit 
arc  de  cercle  AiS  ;  Pp  fera  la  différence  de  AP,  Rm  celle 

de  PAf,  Sm  celle  de  AM ,  Se  iWwz  celle  de  l'arc  A  M.  De 
même  le  petit  triangle  MAm  qui  a  pour  bafe  l'arc  Mm, 
fer.i  la  diff^^rence  du  fegment  ̂ /i'/  i  Scie  petit  elpace  MPpm^ 

celie  de  l'efpace  compris  par  les  droites  AP,  PM ,  Si  par l'arc  AM. 

COROLLAI  RE. 

!•  IL  efl  évident  que  la  différence  d'une  quantité  conftan. 
te  efl:  nulle  ou  zéro:  ou(cequi  elllamcmechofe)  que  les 

quantités  confiantes  n'ontpoint  de  différence. 
Avertissement. 

On  fc  fervira  dans  la  fuite  de  la  note  ou  camcleriflique  d 

■pour  marquer  la.  dfférence  d'une  quantité  variable  que  l'on  ex- 
prime farunc  feule  lettre  ;  ̂  pour  éviter  la  confujion.,  cette  note  d 

n  aura  point  d'autre  *Agc  dans  la  fuite  de  ce  calcul.  Si  l"n  nom- 
me par  exemple  les  variables  AP,  X;  PM,y;  AM,Z;  l'arc 

AM,u  ;  l'efpace  mixliligne k?M,S'  ;  é~ l^ pZ,^»cnt  AM ,  t  :  dx 
exprimera  la  valeur  de  Pp  ,  dy  cellede  Km,  àzccllede  Sm ,  du 
celle  du  petit  arc  Mm ,  ds  celle  du  petit  efpace  MPpm,  ̂   de 
celle  du  petit  triangle  mixtiliyie  MAm. 

I.  Demande    ou  Supposition. 

2"vyN  demande  qu'on  puifle  prendre  indifféremment 
l'une  pour  l'autre  deux  quantités  qui  ne  différent  entr'elles 
que  d'une  quantité  infiniment  petite  :  ou  (ce  qui  eft  la  même 
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chofc  )  qu'une  quantité  qui  n'eft  augmentée  ou  diminuée 

que  d'une  autre  quantité  infiniment  moindre  qu'elle,  puif- fe  être  confidérée  comme  demeurant  la  même.  On  de- 

mande par  exemple  qu'on  puiffe  prendre  Af  "i^owx  AP^ 

pn  pour  FM,  l'efpace  Apm  pour  l'cfpace  APM,  ic  petit 
efpace  MPpmpour  le  petit  reélangle  AlPfR ,  le  petit  fe- 

âeur  AMm  pour  le  petit  triangle  AMS  ,  l'angle  fAm 
pour  l'angle  PAM,  &c. 

II.  Demande  ou  Supposition. 

3'  On  demande  qu'une  ligne  courbe  puiflê  être  confi- 
dérée comme  l'afiemblage  d'une  infinité  de  lignes  droites, 

chacune  infiniment  pence: ou  fce  qui  eft  la  même  chofe) 

comme  un  poligône  d'un  nombre  mfini  de  côtes,  chacun 
infiniment  petit ,  lefquels  déterminent  par  les  angles  qu'ils 
font  entr'eux ,  la  courbure  de  la  ligne.  On  demande  par 

exemple  que  la  portion  de  courbe  Mm  ik.  l'arc  de  cercle 
MS  puiiîènt  être  confidérés  comme  des  lignes  droites  à 
caufe  de  leur  infinie  petitefle,  en  forte  que  le  petit  triangle 
tnSM  pm&  être  cenfé  rediligne. 

Avertissement. 

Onfuppofe  ordinairement  dans  la  fuite  que  les  dernières  lettres 

de  l'alphabet,  z,  y,  x,  ̂c.  marquent  des  quantités  variables  j 
^au  Contraire  que  les  premières  a,  b,  c,  (y-c  marquent  des  quan- 

tités confiantes  :  de  forte  que  x  devenant  x  -»-  dx  ;  y,  z,  &c. 
deviennent  -^  -i-  dy,z-t-dz,  ̂ -c.  *£?a,b,c,  ̂ c.  demeurent  *Art.  i. 
les  mêmes  a ,  b ,  c ,  ̂c. 

Proposition     I. 

Problême. 

4'   1  R-ENDRe/^  différence  de  plujienrs  quantités  ajoutées 
enfemble ,  ou  fouflraites  les  unes  des  autres. 

Soit^  -+-  X  -•r- y  —  ̂ dont  il  faut  prendre  la  différence. 

Si  l'on  fuppofe  que  Arfoit  augmentée  d'une  portion  infini- 
ment petite  j  c'eft  à  dire  qu'elle  devienne  x  -^  dx;  y  de- 

Aij 
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^^rt.  I.  viendraaIorsj'4-^j&;^,5-t-^2;^;pourlâconn:ante^,*elIe 
demeurera  la  même  a  •■  de  force  que  la  quantité  propo- 
fée  a-¥-  X  -t-y  —  5  deviendra  a  -t-  x-^  d  x-*-y-i-dy  —  !^ 

— dsj  Se  fa.  difFcrence,  que  l'on  trouvera  en  la  retranchant 
de  cette  dernière,  fera^i^-*-^^  —  dz^  Il  eneft  ainfi  des 
autres  j  ce  qui  donne  cette  règle. 

R  E  G  L  E     r. 

Pour  les  quantités  ajoutées,  ou  fouflraites. 

On  prendra  la  différence  de  chaque  terme  de  la  quan- 
tité propofée ,  Se  retenant  les  mêmes  fignes ,  on  en  com- 

poferaune  autre  quantité  qui  fera  la  différence  cherchée. 

Proposition     II. 

Problême. 

J»  1.RENDR.E  la  différence  d'un  produit  fait  de -plu/leurs 
quantités  multipliées  les  unes  par  les  autres. 

1°.  La  différence  de  xy  e[\:ydx  -^  xdy.  Cary  devient 
f  -^  dy  lors  que  x  devient  x  -t-  dxi  &  partant  xy  de- 

vient alors  xy  -^  ydx  -t-  xdy  -+•  dxdy,  qui  efl  le  pro- 
duit de  X  -*-  dx  par  j  -^  dy,  dc  fâ  différence  fera  ydx 

^  _  1.  "♦-  ̂ ^y  ■+■  dxdy ,  c'eftà  dire*ydx-+-  xdy  :  puifque^x^^y 
efl:  une  quantité  infiniment  petite  par  rapport  aux  autres 

termes  ydx  ,  &  xdy  ;  car  fî  l'on  divife  par  exemple  ydx 
S<.  dxdy  par  dx,  on  trouve  d'une  part^,  &  de  l'autre 
dy  qui  en  eft  la  différence,  5c  par  conféquent  infiniment 

moindre  qu'elle.  D'où  il  fuit  que  la  différence  du  pro- 
duit  de  deux  quantités  eft  égale  au  produit  de  la  diffé- 

rence de  la  première  de  ces  quantités  par  la  féconde, 
plus  au  produit  de  la  différence  de  la  féconde  par  la  pre- 
mière. 

1°.  La  différence  de  xyx^ef^yxjx  ■+■  xzjy  ■+-  xydi^ 
Car  en  confîdérant  le  produitxy  comme  une  feule  quanti- 

te,  il  faudra,  comme  l'on  vient  de  prouver,  prendre  le  pro- 
duit de  fa  différence ^^x  -t-  xdy  par  la  féconde  2;^  (  ce  qui 

àonvit y  ̂ d X  -^  x  t^y)  plus  le  produit  de  la  différence  dz^ 
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delà  féconde  2;_par  la  première  xy{ce  qui  donne  xydi^)i 
&  partant  la  difFcrence  de  x)/x^  icrz  yz^dx  -t-  x  z^dy 

3°.  La  difFérence  de  xyxfi  effc  uyzjlx  -+-  uxj^dy 
H-  uxydz^-Jr-  xyzju.  Ce  qui  fe  prouve  comme  dans  le 
cas  précédent  en  regardant  le  produit  xyz^  comme  une 

feule  quantité.  lien  eft  ainlî  des  autres  à  l'infini,  d'oùToa 
forme  cette  régie. 

Règle    II. 

Pour  les  quantités  multipliées. 

La  difFérence  du  produit  de  plufieurs  quantités  multi- 
pliéesles  unes  parles  autres,  eft  égale  àlafomme  des  pro- 

duits de  la  différence  de  chacune  de  ces  quantités  par  le 
produit  des  autres. 

Ainfi  la  différence  de  ̂ >;  eft  xo  -4-  adx,  c'eft  à  dire 
a  d X.    Celle  de  a  -t-  x  y.  h  — y  eft  bdx  — ydx  —  ady —  xdy. 

Proposition     III. 

Problême. 

^'  iRENDRE/^  différence  iunefraBion  quelconque. 

La  différence  de  f  eft  ■'''^''  -/'''> .  Car  fuppofant  y  =  <, 
on  aura  x  =  y  x^,  &c  comme  ces  deux  quantités  varia- 

bles x&cy  x^  doivent  toujours  être  égaies  entr'ellcs,  foie 
qu'elles  augmentent  ou  diminuent,  il  s'enfuit  que  leur 
différence,  c'eft  à  dire  leurs  accroiffemcnsou  diminutions 
feront  auiîî  égales  encr'ellesj  &  partant'''  on  aura  dx*j4rt.f. 
=yd^  -t-  xdy,  S>cd!^=^^~i^  —  zl£f^  en  mettant 

pour  ai  fa  valeur  f .  Ce  qu'il  falloit ,  6cc.  d'où  l'on  forme 
cette  rcgic. 

Règle    IIL 

Pour  les  quantités  divifèes ,  ou  pur  les  fraïl ions. 

La  différence  d'une  fraéiion  quelconque  eft  égale  aw 
Aiij 
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produit  de  ladifFérencc  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur, moins  le  produit  de  la  différence  du  dénominateur 

par  le  numérateur  :  le  tout  divifé  par  le  quarré  du  dé- 
nominateur. 

Ainfi  la  différence  de  J  fera  ̂ ^^^^ ,  celle  de  — ^  fera 
tji 

*l>t'i-Z  tix~t'  XX' 

Proposition     IV. 

Problême, 

7'  Irendre/^  différence  d'une  puiffance  quelconque  par- 
faite ou  imparfait!  d'une  quantité  variable. 

Il  eft  nécelTaire  afin  de  donner  une  régie  générale  qui 

ferve  pour  les  puifTances  parfaites  &  imparfaites,  d'expli- 
quer l'analogie  qui  fe  rencontre  entre  leurs  expofans. 

Si  l'onpropofe  uneprogrciîion  géométrique  dont  le  pre- 
mier terme  foit  l'unité  ,  &  le  fécond  une  quantité  quel- 

conque AT,  &: qu'on  difpofè  par  ordre  fous  chaque  terme 
fon  expofant,  il  eft  clair  que  ces  expofans  formeront  une 
progredîon  arithmétique. 

Prog.  geom.  x,  x,  xx,  x\  x^,  x\  x",  x',  &c. 
Prog.anth.    0,7-,    2,  j,  4,    /,  6,  /,  &cc. 

Et  fî  l'on  continue  la  progrefîion  géométrique  au  def- 
fous  de  l'unité,  &  l'arithmétique  au  defTous  de  zéro ,  les 
termes  de  celle-ci  feront  les  expofans  de  ceux  aufquels 

ils  répondent  dans  l'autre.  Ainfi  —  i  eu:  l'expofant  de 
-,  — 2  celui  de  — ,  &c. 

Prog.  geom.  :»r,/,    ̂ ,   S^,    ij,   -'^  ,  &c. 
Prog.  arirh.    i,  o, — 1,-2, — j, — 4>^<:- 

Mais  fi  l'on  introduit  quelque  nouveau  terme  dans  la 
progreiîîon  géométrique,  il  faudra  pour  avoir  fon  expo- 

fant, en  introduire  un  femblable  dans  l'arithmétique. 

Ainfi  Vx  aura,  pour  expofant  j-  :  ̂x,  j  .•  Vx'^,  i' •'  ̂ s  i 

—'7'É^>  —  7--'7^>^7-'^'^-^^  ̂ "^"^^  ̂ ^^  ̂ ^^  exprei: 
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fions  Vx  &  x^,  i/x  &  xf ,  ̂x'  Se  AîT,  ;^  6c  a:  —  T,  ficc.  nc 
fîgnifient  que  la  même  chofè. 

Prog.  geom.  i,  ̂x,  x.  i,  ̂x,  ̂xx,  x.  /,  y/x,  {/xx,  ̂ x\  ̂ x^y  x. 

Prog.  arith.   0,  7j  z.  0,  j_,     j-,    z.  0,   j^    y^     j- ,    j,    I- 

Prog.  geom.  ̂ _^^    ~-  ~  ̂     ̂Jr,    ip ,    ̂̂ -T^,    V^,    ̂*' 

Prog.  arith.  —  j-,_i,— 2.— /,— 7,— j^,— 2.— j,— f^— -f. 

Oùl'on  voirque  demêmequeV'Arcfl:  moyenne  géomé- 
trique entre  i  Se  x,  de  même  auffi-  eft  moyenne  arith- 

métique entre  leurs  expofans  zéro  &c  /:  Se  de  même  que 
^x  eli  la  première  des  deux  moyennes  geomérriqiiemenc 

proportionnelles  entre  z  Se  x,  de  même  auffi  -  cil  la  pre- 
mière des  deux  moyennes  arithmetiquement  proportion- 
nelles entre  leurs  expofans  zéro  Se  y  ;  Se  il  en  eft  amll  des 

autres.  Or  il  luit  de  la  nature  de  ces  deux  progreffions. 

1°.  Qiie  la  iomme  des  expofans  de  deux  termes  quel- 

conques de  la  progreffiongeomecrique  feral'expofanc  du 
terme  qui  en  eft  le  produit.  Ainfi  x'^^  '  où  x^  eft  lepro- 

duit  de  x'  par  x\  5c  x'^  "^  '  où  x»  eft  le  produit  de  x- 

parx'jSex      ̂       j'oÙx      "  eft  le  produit  de  x      3  par J.  }  -L-L      ,       ?■-.  i 
X'  ,S<:c.  De  même  x'      >  oùx5   eft  le  produit  de  x' 

par  lui-même,  c'eft  à  dire  fon  quarré  ,   Se  x"^^"*"^"^'  où 

X*  eft  le  produit  de  x^parx^parx',  c'eft  à  dire  fon  cube, 
  i^   1    I   1    j- 

Sex      i       '^      3       s' où  X      5  eft  la  quatrième  puiftance 

  
I de  X      ',  Se  il  en  eft  ainfi  des  autres  puiffances.  D'où  il 

eft  évident  que  le  double,  le  triple,  Sec.  de  l'expofantd'un 
terme  quelconque  de  la  progreffion  géométrique  eft  l'ex- 
pofmt  du  quarré,  du  cube,  &cc.  de  ce  terme  ;  Se  partant 

que  la  moitié ,  le  tiers ,  Sec.  de  l'expofant  d'un  terme  quel- 

conque de  la  progreffion  géométrique  fera  l'expcfant  de 
la  racine  quarrée,  cubique.  Sec. 'de  ce  terme. 

z°.  Qiie  la  différence  des  expofans  de  deux  termes  quel- 

conques de  la  progreffion  géométrique  fera  l'expofant  du 
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quotient  de  la  divifîon  de  ces  termes.    Ainfi  x'^      ̂  

=  x6  fera  l'expofant  du   quotient  de  la  divifîon   de i.  i    i.   i.     7 

*ipar;c5,&x      '       4  =  AT      "fera  rcxpofantduquo-   X  i 

tient  de  la  divifion  de  x      '  par  x*  -,  où  l'on  voit  que  c'efl: 

la  même  cliofe  de  multiplier  x      '  par  x       *  que  de  di- 
  i^  _i_ 

vifer  a;      3  par  x'r.    Il  en  efl:  ainfi  des  autres.  Ceci  bier» 
entendu,  il  peut  arriver  deux  difFérens  cas. 

Premier  cas ,  lorfque  la  puiflànce  eft  parfaite,  c'eft  à  dire 
lorfque  fon  expofant  eft  un  nombre  entier.  La  différence 

de  XX  eft  2xdx ,  de  at'  eft  ̂ xxdx,  de  x*  eft  ̂ x'dx ,  &c.  Car 

le  quarré  de  x  n'étant  autre  chofèquele  produit  de  x  par 
*Art.^,  x^  fa  différence*  fera  ATi^Ar-t-Aris^Arj  c'eftàdire  zxdx.  De  mê- 

me le  cube  de  x  n'étant  autre  chofe  que  le  produit  de  x 
par  X  par  AT,  fa  différence  *  ierzxxdx  -t~  xxdx-t-xxdx,  c'eft 
àdirej>v.v^.«j&c comme  il  en  eft  ainfi  des  autres  puillànces 

à  l'infini,  il  s'enfuit  que  fi  l'on  fuppofe  que  m  marque  un 
nombre  entier  tel  que  l'on  voudra,  la  différence  de  a;™  fera mx"^"  'dx. 

Si  l'expofant  eft  négatif,  on  trouvera  que  la  différence 

de  X-"  ou  de  j^  fera  r^lÇ^lii^  =  _  ̂ Kx--"- ■/^. 

Second  cas,  lorfque  la  puiflànce  eft  imparfaite,  c'eft  à 
dire  lorfque  fon  expofant  eft  un  nombre  rompu.  Soitpro- m 

pofé  de  prendre  la  différence  de  ̂ a;"  ou  A;n(^  exprime  un m 

nombre  rompu  quelconque  )  on  fuppofèra  at^  =  2;^,  &en 

élevant  chaque  membre  à  la  puifiànce  n  on  aura Ar"'=  z!^, 
&  en  prenant  les  différences  comme  l'on  vient  d'expliquer 

dans  le  premier  cas,  on  trouvera  »2.v™~'^a;  =  «^~' <^^, 

&^^=   1!^;iZip^^^-^-^dx,  ov,^dxyx-~'\ca m 

mettant  à  la  place  de»?"""  fa  valeur  «x"-ï.  Si  l'expo- 

fant  eft  négatif,  on  trouvera  que  la  différence  de  x        » 

ou  de  -^  feraZlf!   éjî  =  —  Jx~~  ̂"■'  dx. 
a;"  ,-5  Ce 
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Ce  qui  donne  cette  règle  générale. 

R  E  G  L  E  I V. 

Four  les  PtiiJJances  parfaites  ou  imparfaites. 

La  diflPérence  d'une  puilTànce  quelconque  parfaite  ou 
imparfaite  d'une  quantité  variable,  efl:  égale  au  produit 
de  l'expofant  de  cette  puiflànce,  par  cette  même  quantité 
élevée  à  une  puiiTànce  moindre  d'une  unité,  &:  multipliée 
par  (a  différence. 

Ainfi  fi  l'on  fuppo/e  que;;?  exprime  tel  nombre  entier  ou 
rompu  que  l'on  voudra, foit  pofitif,  foit  négatif,  S<.x  une 
quantité  variable  quelconque,  la  différence  de  x"  fera 
toujours  mx'^^'dx. 

Exe  mples. 

La  différence  du  cube  de  ̂ ^  —  xx,  c'cH:  à  dire  de 

ay  —  X  X  ̂   Qd  j  y.  ay  —  x  x   ■*.  ady  —  2  x  d  x  =  ^ayydy 

—  6 aax xydy  -^  ̂ ax^dy  —  6 aayyxdx  -*-  J2ayx^dx 
—  6  X  ''dx.  j 

La  différence  de  V  xy  ■+■  y  y  ou  de  x  y  ■+■  y  y  "■,  efl: 
  1_     __^   y  d  X  .^  X  dy  «4-   %y  d  y 

~x  xy-^yy       '■  yydx  -<r-xdy-+-  2ydy,  ou        Ir^j^j"""^- 
  I    ;   I_ 

Celledev^^i^-H^xj^ou  àea''-t-axyy^,eOi{^  a*  ■+■  axyy       ̂  
   ayy  dx-+-iixrdy     f^   ,,       ,      ,■   

xayydx-i-2axydy^  ou  —  .  ̂   =r-  •  ̂ eiie  de  ̂ ax  •+■  xx, 
  L   i    

ou  àç  ax  -¥-  xx\  c(\i  ~  X  ax  -i'  XX       '  x  adx  h-  2xdx^  ou 
a  d  V  -4-  t  X  d  X 

^^ax-t-xx 

La  différence  de  Vax  -¥■  xx  ■+•  \/ a""  -*-  a  xyy  ou  de 

■  xx-^Va'^-^  axyy  " -,  ̂^  -  *-'  ax-^xx-^^^a^-^axyy 

,  ,  ayyix-\-X:X)dy  dd'
C-i-ixdx 

X  adx  ■+■  2xdx  ■+■  '\—   ^^^^^^  j  ou 

iy'«*  Jt-  axyy  X  iV»a-  ̂   xx  wi-  V"*  ■+■  «xyj'' 

B 
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*Art.j.6.      Ladiffcrencede 

des  fradioHs 

»dx 

A  TT  A  L  y  S  E 

^,~''='  fera  félon  cette  rc2le*&  celle 
ixax    .  — y4x — xtij — zydy      . .   
— ,  X  y/xy-r-iiy   t.   —  -  X  ̂ ax  -t- 

Z_!*"/-L. 
xjt  -^  yy 

R  E  M  A  R  QJJ  E. 

^'  Il  ed  à  propos  de  bien  remarquer  que  l'on  a  toa- 
jours  fuppofe  en  prenant  les  différences,  qu'une  àcs  va- 

riables x  croiflànt,  les  autres^',  2;_,  &c.  croiflbient  auffi^ 

c'efl:  à  dire  que  lesx  devenant  x  -r-  dx  ̂   ̂̂ ^y  -,  K,  &c,  de- 
venoicnt^ -+-  dj ,  z^-*-dz^,  &c.  C'cft  pourquoi  s'il  arrive 
que  quelques  unes  diminuent  pendant  que  les  autres  croif- 
fent,  il  en  faudra  regarder  les  difFcrcnces  comme  des  cuan- 

tités  négatives  par  rapport  à  celles  des  autres  qu'on  fuppo- 
fe croître ,  di  changer  par  confequent  les  lignes  des  termes 

oii  les  différences  de  celles  qui  diminuent  (è  rencontrent. 

Ainfi  fi  l'on  fuppofe  que  les  x  croifîant,  les^  &  les  z^  di- 
minuent, c'eft  à  dire  que  lesx  devenant  .v  -+-  dx ,  les  v  & 

les  z,  deviennenr  y  —  dy  ?i  s^ —  dz^,  ôc  que  l'on  veuille 
prendre  la  différence  du  produit  xyxj  il  faudra  changer 

•  dans  la  différence  xydz.  -+-  xzjy  -+■  yz^lx  trouvée  *,  les  fi- 
gnes  àzs  termes  où  dy  ôc  dz^fc  rencontrent  :  ce  cjiii  donne 

yzdx  —  xyd'^ —  jv;;^^pour  la  différence  cherchée. 
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Section    II. 

"Vf âge  à»  calcul  des  différences  pour  trouver  Us  Tangentes 
de  toutes  jortes  de  limes  courbes. 

D  e'f  I  N  I  T  I  O  N. 

I  l'on  prolonge  un  des  petits  côtés  Mm  du  poligone  Pic.  i. 
_    qui  compofe*une  ligne  courbe  j  ce  petit  coté  ainlî  *  Art.i' 
prolongé  fera  appelle  la  Tangente  de  la  courbe  au  point 
jW  ou  m. 

Proposition     I. 

Problême. 

9'  O  O  I  T  une  ligne  courbe  AM  telle  que  la  relation  de  la  cou-  Fie.  3. 

fee  A  P  i  l'appliquée  P  M  ,foit  exprimée  par  une  équation  quel- 
conque, (^  qu'il  faille  du  point  donné  M  fur  cette  courbe  mener la  tangente  M  T. 

Ayant  mené  l'appliquée  MP,  &  fuppofé  que  la  droite 
A/Tqui  rencontre  le  diamètre  au  point  7", foit  la  tangente 
cherchée  ;  on  concevra  une  autre  appliquée  mp  infini- 

ment proche  delà  premiere,avec  une  petite  droite  MR  pa- 
ralleleà^/'.  Et  en  nommant  les  données  y^P,  x; /'Af,jj 
(donc  PpouMR  =  dx,&i  iî?w  =  ̂ .  )  les  triangles  fem- 
hhbles  mR  M  Se  MPT  donnerommR  (dy).  RM  idx  :  :  MP 

ydx {y).  PT=^\{~-  Or  par  le  moyen  de  la  différence  de  l'é- 
quation donnée,  on  trouvera  une  valeur  âcdx  en  termes 

qui  feront  tous  afïedés  par  dy  ̂  laquelle  étant  multipliée 
par  y  &  divifée  par  dy  ̂  donnera  une  valeur  de  la  foutan- 

gente/'T'en  termes  entiéren.ent  connus  &  délivrés  des  dif- 
férences ,  laquelle  fervira  à  mener  la  tangente  cherchée 

MT. 
R  E  M  A  R  Q^U  E. 

^°«  Lorsque  le  point  T  tombe  du  côté  oppcfé  au 
pointa  origine  des  a:,  il  eft  clair  que  x  croiiTant,^  dimi-  Fie.  4. 

Bii 
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*  ̂a.S.  nue,  fx:  qu'il  faut  changer  par  conréc]uent*dans  la  difFeren- 
ce  de  l'équation  donnée  les  fcnes  de  cous  les  termes  où  dy 
fe  rencontre  :  autrementla  valeur  de  af^en^/ylèroic  néga- 

tive-, &  partant  auffi  celle  de  PT[-~).  Il  eft  mieux  ce- 

pendant, pour  nefepointembarafTer,  deprendre  toujours 

la  différence  de  l'équation  donnée  par  les  règles  que  l'on 
*  SeB- 1.  a  prescrites  *  fans  y  rien  changer  -,  car  s'il  arrive  à  la  fin  de 

l'opération  que-la  valeur  de  7'7'foit  pofuive,  il  s'enfuivra 
qu'il  faudra  prendre  le  point  7"  du  même  côté  que  le  point 
j4  origine  des  .V,  comme  l'on  a  fuppofe  en  faifanc  le  calcul: 
&âu  contraire  i\  elle  ell:  négative, il  le  faudra  prendre  du 

côte  oppofé.  Ceci  s'éclaircira  par  les  exemples  fuivans. 
Exemple     I. 

FiG.  5.  II.  I  ■  Jj  I  l'on  yem  q^ie  ̂ x  =yy  exprime  la  relation  de 
AVÀPMh  la  courbe  A  M  fera  une  parabole  qui  aura  pour 

paramétre  la  droite  donnée  ̂ ,  &:  l'on  aura  en  prenant  de 

part  &:  d'autre  les  différences,  adx  =2ydy^  de  dx^=  ̂ ^ 

de  PT  (-^  )  =SZ=  2xÇ.ï\  mettant  pour j/ fa  valeur ^.v. 

D'où  il  (uicque  fi  l'on  prend  /'/'double  ô.eAP,  Se  qu'on 
mené  la  droite  iV/Z",  elle  fera  tangente  au  point  M-  Ce  qui 
étoit  propofé. 

FiG.  4.     iO_  Sjjit-  l'équation  da  ■=  xy  qui  exprime  la  nature  de 
l'hyperbole  entre  les  afymptorcs.  On  aura  en  prenant  les 

différences  xdy  -i-ydx  =  o,  &  partant  PT  ̂ ~f-)  =  —  x. 

D'où  il  fuie  que  fi  l'on  prend  PT-^=^  PAàucoté  oppoféau 

point  ̂ ,  Se  qu'on  mené  la  droite  MT,  elle  fera  la  tangente eniW. 

3°.  Soit  l'équation  générale^"=A:qui  exprime  la  na- 
ture de  toutes  les  paraboles  à  l'infini  lorfque  l'expofantTW 

marque  un  nombre  poficif  entier  ou  rompu,  &  de  toutes 

les  hyperboles  lorsqu'il  marque  un  nombre  négatif  On 
aura  en  prenant  les  différences  mf^'^dy  =^dx  ̂   ôc  partant 

PT  (■'-'^~)  =  my"'=^mx  en  mettant  pour  y""  fa  valeur  x 
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SiOT  =  4j  l'équation  fera/' =  axK  qui  exprime  la 

nature  d'une  des  paraboles  cubiques,  Se  la  foutangente 

PT  =-  X.  Sïm=  —  2 ,  l'équation  fera  a'  =  xj/  qui 

exprime  la  nature  de  l'une  des  hyperboles  cubiques,  &  la 
foutangente  PT  =  —  ̂ -v.  Il  en  eft  ainfi  des  autres. 

Pour  mener  dans  les  paraboles  la  tangente  au  point  A 
origine  des  x,  il  faut  chercher  quelle  doit  être  la  raifon 
de  <^x  à^^en  cepoinr  ;  car  il  eft  vifibie  que  cette  raifon 

étant  connue,  l'angle  que  la  tangente  fait  avec  l'axe  où 
le  diamètre  fera  au/îî  déterminé.  On  a  dans  cet  exemple 

dx .  dy  :  :  my""'.  i.  D'où  l'on  voit  quej/  étant  zéro  en  A, 
la  railon  ài^dy  Àix  doit  y  être  infiniment  grande  lorfque 

m  furpaflè  i,  &  infiniment  petite  lorfqu'clle  eft  moindre  : 
c'efl:  .i  dire  que  la  tangente  en  A  doit  erre  parallèle  aux 
appliquées  dans  le  premier  cas,  5c  fe  confondre  avec  le 
diamètre  dans  le  fécond. 

Exemple    II. 

II.  Soit  une  ligne  courbe  ̂ JV/Z?  telle  que  ̂ /''x  T'^Fig.j. 

(xv^a  —  x) . ~Fm  (yy)  ■■  ■■  A B  (a}.A'D  (h).  Donc^-=^A; 
—  XX,  &en  prenant  les  différences,--^  ̂   =  adx  — ■  zxdx , 

d'où  l'on  tire  Pt(J%)  =  rr^k  =  ̂^^zE^'^  en  met- 

tant  pour '^'^-  fa  valeur  ax  —  xx  ;  &i.I'T  —  .^  P  ou  yîT 

Suppofant  àpréfentque  ̂ 'y  x /'Jî  (x'xa  —  x).rM 

(y'')  :  :  AB  00  ■  AD  (0) ,  on  aura  *^-  =;  a:'  x  a  —  x' ,  8i  en 

prenant  les  différences  ̂ — -' ̂   ■^- =  ̂   .v  x  </ .-c  x  ̂ /  —  x  — 

2adx  -i-2xdx  X  x\  a  ou  1  on  tire  ',i^=  ■ 
jA-v  X  a  —  X ' —  xa 

5<»  —  î*  —  IX     "      5a;  —  f.ï  '        5» — ;x' 

Biij 
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Et  généralement  fi  l'on  veut  que  m  marque  l'expofant 
de  la  puilFance  de  AP,  £<.  n  celui  de  la  puiflance  de  PB^ 

on  aura  ~ —  =  a;  x  ̂   —  x  qui  elt  une  équation  gé- 

nérale pour  toutesles  ellipres  à  riQfini,dom  la  diâerenceeil 
—    n           n  _i  _/  m -X — ?ia — X      axxx  , ^     m   i    /          Kx       dx X  a ■ 

d 'où  l'on  tire  (  en  naettant  pour  ■!''.'"*■"  û  valeu  r  x^x  ̂   —  x") 

'  ■*  >  <^y/          -~~; — :   i   ;—          „=         » ^  7W1-'"        ̂     w«  ^n  .-  ̂    ■-'   :.n  —  I     ̂ '    .^in    :      
-^"_SV:_-jcn-I    X  x" »?* — -  X  —  nx 

cu/T^     :?-    ̂ AT' 

Exemple  III. 

FiG.  .1^.  j__^Ej  mêmes  cliofes  étant  pofées  que  dans  l'exem- 
ple précédent ,  excepté  que  l'on  fuppofe  ici  que  le  point 

Ji  tombe  de  l'autre  coté  du  point  ̂  par  rapport  au  point 

P,  on  aura  l'équation  5»:™^^- =  x"^  x  a -*-  x  qui  exprime 
la  nature  de  toutes  les  hyperboles  confiderées  par  rapport 

à  leurs  diamètres.  D'où  l'on  tirera  comme  ci-deflus  PT 
m  'if-n  y.  ax  -^  XX ̂   &C  AT 

mcit^-m-^nx  ma-Ji-m -^  nx  ' 

Maintenant  fi  l'on  fuppofe  que  v^/' foit  infiniment  gran. 

de, latangenterAf  ne  rencontrera  la  courbe  qu'à  unedi- 

ftance  infinie,  c'eft  à  dire  qu'elle  en  deviendra  rafymptote 

X2Eyii  l'on  aiira  en  ce  czsATf   "■"''-     -)  :=z-r7-a—ACi 

puif:]ue  a  étant  infiniment  moindre  que  x,  le  terme  ma 

fera  nul  par  rapport  à  !»■+•  „x:  Par  la  même  rai/on  en  ce 

cas  l'equation  à  la  courbe  deviendra  <ïy™"*'"=^ï"''"*'".  Ainfi 
cnfiuifantpour  abréger  wz-+-  «=/',&  en  extrayant  de  part 

&  d"autreiaracine/7,c;nauraj/^^  =  A'^(',dont  la  différence 
cil â(^)-^^i  =  .rf.v'P'^;  de  forte  qu'en  menant^£  parallèle  aux 
a.ppliquées,&«n<:<«cev£ntunpetittriangleau  point  oùl'a- 
fyraptote  CE  rencontre  îa  courbe ,  on  formera  cette  pro- 

portion  «fx.  4',  ou^</^^:i.^C.  [ja).AE'=^'^  ̂ hJ-\  Or  les 
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ralearscieC^  Se ^E étant  ainfi déterminées,  on  mènera 

ladroite  indéfirrie  CEqinCeta  rafymptote  cherchée. 

Sim  =  i&in=/,h  courbe  fera  l'hyperbole  ordinaire, 

&onaLira^C  =  7^,6c^£  =  7V'^^,  c'eftàdireàia  moi- 

tié du  diamètre  conjugué ,  ce  que  l'on  fcaic  d'ailleurs  être conforme  à  la  vérité. 

Exemple     IV. 

^4*  Soiri'cquationy  —  x''=ax)'{^F=x,  /'iVf=>',  Fig.  (T. 
a  e(i  une  ligne  droite  donnée  )  ëc  que  cette  équation 
exprime  la  nature  de  la  courbe  y4M  ,  la  différence  fera 

^yjydy  —  ̂ xxdx  =^ axdy  -+-  aydx.  Donc  ̂ ^^  =  '^J.%  , 

t!.j4T(^A—x)  =  ;y'-î^'-"^-y  =  _ fL''Z_  en  mettant *    dy  /  jixx  -\r  "y  'ixx  -t-  ay 

pour  jf  — j-.v'  fa  valeur  jaxy. 
Maintenant  fi  l'on  fuppofe  que  AP  & /"iV/foient  cha- 

cune infinimencgrande,la  tangente  TAfdeviendrai'afym- 
ptote  CE,  &  les  droites  ̂ y,  AS  deviendront  AC,  AE  qui 

déterminent  la  poficion  de  l'afymptote.  Or  AT  que  j'ap- 

pelle /  =--^,  d'où  l'on  tire  V  =  -^-^.^  ̂ '  lors 

que  AT  devient  .,^0,  parccqu'alors  ̂ /efl:  nulle  par  rap- 
port à  ax.  Mettant  donc  cette  valeur  —  à  la  place  dej 

dans  y"'  — x'=iî.vy,  on  aura^r^'-v'  —  <;z'',¥'  =  j'^Va:x, d'oii 
l'on  tire  (en  cfFaçant  le  terme  j^V.v.v,  parceque  .v  étant 
infinie,  il  efl;  nul  par  rapport  aux  deux  autres  27^ a;' ôi^î'^c') 

AC (t)  =  La.  De  mSme  ̂ 5  (y  —  ~:~^  que  j'appelle 

5  =  — — ^!^ — ,  d  ou  I  on  tire  x  =  — -— -  =  i' ,  parceque Viy  —  ax  ̂   ay  -\-  as  a   '  r  i 

j  étant  infinie  par  rapport  à  /,  le  terme  ^î/  fera  nul  par 

rapport  au  terme  rf^i  &  en  mettant  cette  valeur  dans  l'é- 
quation à  la  courbe ,  on  trouvera  AE  (s)  ■=^  -  a.  D'où  il 

fuit  que  fi  l'on  prend  les  lignes ^'^,  AE  égales  chacune 

z-  a,^  qu'on  mené  la  droite  indéfinie  CE,  elle  fera  l'afym- 
ptotc  de  la  courbe  AM. 
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On  fe  réglera  fur  ces  deux  derniers  exemples  pour 
trouver  les  alymptotes  des  autres  lignes  courbes. 

Proposition      II. 

Problême. 

i<^'  ?•  IJ.  >)  I  l'on  fuppofe  dans  la  propofuion  précédente  que  les 
coupées  Kl?  foi  en  t  des  portions  d'une  ligne  courte  dont  l'on  fâ- 

che mener  les  tangentes  PT,  (^  qu'il  faille  du  point  donné  M 
fur  la  courte  A  M  mener  la  tangente  MT. 

Ayant  mené  l'appliquée  iW/'aveck tangente  PT*, Se  fup- 
pofe que  la  droite  AfT'qui  la  rencontre  en  7",  foie  la  tan- 

gente clicrchée  ;  on  imaginera  une  autre  appliqué  mp 
infiniment  proche  de  la  première,  êc  une  petite  droite 
M^  parallèle  à  PT  :  £i  en  nommant  les  données  v^y,  xî 

/'Afj/ion  aura  comme  auparavant  PponMR  =^dx^Rm 

=  i^,&:  les  triangles  femblables^wiîArficM/'T' donneront 

mR  (dy) .  RM  (dx)  :  ;  MP  (y)  .PT--=-'^~.  On  achève- 

ra enfuite  le  refte  par  le  moyen  de  l'équation  qui  expri- 
me la  relation  des  coupées  ̂ éP (x)a.i^\  appliquées  /'M (y), 

comme  l'on  a  vu  dans  les  exemples  qui  précèdent,  6c  com- 
me l'on  verra  encore  dans  ceux  qui  fuivent. 

Exemple    I. 

i6.  S  o  I  T  ̂   =  il^ZÏZ?,  dont  la  différence  eft 

^^jdy-nJ.  ̂   d.yaa-^yy  _^  _    -j-iy      .  on  aura  en   ré- XX  A  n'y  A  A  -♦-  yy 

duifant  cette  égalité  à  une  proportion  dy  .dx{  MP  .PT) 

^  _  Vau  ̂ yy  ̂   iz  .  'S   ""-L^^- .     Et  partant  le  rap- a  XX       XX  xyaa-  -^ yy 

port  de  la  donnée  Af  P  à  la  foutangente  cherchée  PT , 

fera  exprimé  en  termes  entièrement  connus  &  délivrés 
des  différences.  Ce  qui  étoit  propofc. 

Exe  M- 
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Exemple  IL 

I7«  S  o  I  T  X  =  ̂ >  dont  la  différence  c(idx  =  -f' 

on  aura  Pt(^-^  )  —  f=x.  Si  l'on  fuppofe  que  la  li- 
gne courbe  ̂ /'i?  foie  un  demi-cercle,  8c  que  les  appli- 

quées iVf/',ë:anc  prolongées  en  Q^,  foient  perpendiculai- 
res fur  le  diamètre  y^Z?j  lacourbe^^ViC  icra  une  demi- 

rouletteou  cycloïde:  fimple  lorfquc^=^/,  allongée  lorf- 

qu'elle  eft  plusgrande,  ôc  accourcie  lorfqu'elle  eft  moindre. 
C0R.OLLAI  RE. 

lo.  ̂   I  la  roulette  étant  fimple ,  l'on  mené  la  corde  ̂ P; 
je  dis  qu'elle  fera  parallèle  à  la  tangente  AiT.  Car  le  trian- 

gle MPT  étant  alors  ifofcele,  l'angle  externe  T  Paiera. 
double  de  l'interne  oppofé  TMj^.  Or  l'angle  AP^  eft 
égal  à  l'angle  v^/'T',  puifque  l'un  5c  l'autre  a  pour  mefure 
la  moitié  de  l'arc  ̂ /'jSc  partant  il  eft  la  moitié  de  l'angle 
TPQ^  Les  angles  7* Af.^v^ /'^feront  donc  égaux  entr'- 
eux  ;  &  par  confequent  les  lignes  MT,  AP  feront  paral- 
lèles. 

Proposition      III. 

Problême. 

19'  o  o  I T  une  ligne  courbe  quelconque  A  P  qui  ait  pour  Fig.  7. 

diamètre  la  droite  KNAQ_^  (^  dont  l'on  fçache  mener  les  tan- 
gentes P  K  ;  fait  de  plus  une  autre  courbe  A  M  telle  que  menant 

comme  on  voudra  ̂ l' appliqué  e'bA.Çiani  coupe  la  première  courbe 
au  point  P,  la  relation  de  l'arc  AP  <?  l' appliquée  M.Q^foit  ex- 

primée par  une  équation  quelconque .  il  faut  d'un  point  donné 
M  mener  la  tangente  MN. 

Ayant  nommé  les  connues/'^, /j  KQ^  s'-,  \'ârcAP,xi 
MQ^^y  y  l'on  aura  (  en  concevant  une  autre  appliquée  mq 
infinunent  proche  de  M^Scen  tirant  PO,  MS  parallèles 
à  AQ^  )Pp:=dx,mS  =  dy;  &i.à  caufe  des  triangles  fem- 

blables  KP^JcPpO,  mSM^MS^,  l'on  aura  PK  (t). 
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K^{s)  ::  Pp(dx).   FOouMS  =^.  Et  mS{dy  }  . 

SM  f'^J  :  :  M^fyJ .  ̂AT  =-.  2^  .  Or  par  le  moyen  de 
la  difFérence  de  l'équation  donnée,  on  trouvera  unevaleur 
de  dx  en  termes  qui  feront  tous  afFeclés  par  dy  ,  &c  partanc 

fî  l'on  fubflitue  cette  valeur  à  la  place  de  dx  dans  — — 

les  dy  fe  détruiront,  &  la  valeur  de  la  foutangente  cher- 

chée ,§JV  fera  exprimée  en  termes  tous  connus.  Ce  qu'il falloit  trouver. 

Proposition      IV. 

Problême. 

FiG.  8.  JO.  Soient   d^ux  l/gnes  courbes  A  QjC ,    B  C  N   qui 

ayent  pour  diamètre  la  droitcTïih^? ,  ̂  dantl'on  fi^ache  me- 
ner la  tangentes  QE,  NF  -,  fonde  plus  uni!  autre  ligne  courbe 

M  C  telle  que  la  rel.aion  des  appliquées  MP,  Q_P,  ̂ ^^  fait  ex- 

primée par  une  équation  quelconque.  Il  faut  d'un  point  donne 
M  fur  cette  dernière  courbe  lui  mener  lu  tangente  MT. 

Ayant  imaginé  aux  points  ̂   M,  7v'',les petits  triangles 
£lQq ,  MR?n,2^Sn,  5c  nommé  les  connues  PE.,s  i  PF,  ti 

P^^xi  PAf,y;  P2V,  zj  l'onaar!iOf=^dx,Rm=dy,  Sn 
*  j^i_  g_  =  —  dz^,*  parceque  x  S<.y  croiflant ,  z;^diminue.  Et  à  caufè 

des  triangles  femblables  QJ^£  &c  qOQ,  7^"F&i  nST^y 

MPT  &C  mRM  ■>  l'on  aura  ̂ '  fxj  .  PE  [s)  :  :  qO  (dx)  . 
O^ou  MR  ou  S2^  —~.  Et  NP  (z^)  .  PF  ftj  :  :  nS 

(  —  d^J.  SN=^-^=  ̂   (  d'où  l'on  tire^^=  =^V- 

Et  mRfdyJ.RM  (~)  r.  MP  (y) .  PT=  '^.  Or  fi  l'on 
met  dans  la  différence  de  l'équation  donnée,  à  la  place  de 

^5^,  fa  valeur — ~j^}  on  trouvera  une  valeur  de  ̂ xen^, 

laquelle  étant  fubftituée  dans  -^  ̂  les  dy  fe  détruiront , 
&  la  valeur  de  la  foutangente  PT  fera  exprimée  en  ter- 

mes cous  connus. 
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Exemple. 

^'^'  Soir  yy  ==  xz..,  donc  la  diffiérence  cft  2ydy  =  s^js 

-I-  xd7^=  'SÉlZlIfdl^  en  mercanc  pour^'^fa  valeur  néga- 

tive—'-^fj"-  ,  d'où  l'on  tire  dx  =  ̂ -^^  j  &  partant  FT 

C^)  =uT-s.^  =  ,-^,  •="   mettant  pour  y  y  fa  va- leur xz^ 

Soit  maintenant  l'équation  géneralej''"'*""^  jc";c;;,dont  la 

difFërence  eft  m-^  ny^*"~^dy  :=mz^x'"~^dx  -f  nx"'z^~^di;^ 

=   j  en  mettant  pour  dz^  u 

valeur  ̂ i^^  d'où  l'on  tire  FTf'^^''/^)  =  "'^^"'"T-l 

=   .  en  mettant  pour  y        fa  valeur  x  z  • 

On  peut  remarquer  que  h  les  courbes  AQC ^  BCN  de- 
venoient  des  lignes  droites,  la  enurbe  MC  fêroit  aK)rs 

une  des  Sedions  coniques  à  l'infini  ;  fij^avoir  une  Ellipfè 

lorfque  l'appliquée  CD^  qui  part  du  point  de  rencontrée?, 
tombe  encre  les  extrémités^,  B  ;  une  Hyperbole  lorf- 

qu'elle  tombe  de  parc  ou  d'autre  -,  &  enfin  une  Parabole 
lorfque  l'une  des  extrémités^  ou  /?  efl:  infiniment  eloi. 

gneedel'autre,  c'eft  à  clireiorlque  l'une  des  lignes  droites 
CA  ou  CB  eft  parallèle  au  diamètre  AB. 

Proposition     V. 

Problême. 

l'^'  o  O I T  itrie  ligne  courbe  A  P  B  qui  ait  un  commencement  Fio,  5. 

fixe  Q-  invariable  au  point  A ,  (^  dont  l'on  fcache  mener  les 
tanientes  PH  j  fott  hors  de  cette  li<ine  uri  autre  point  fixe  F, 

^  une  autre  Ifine  courbe  CMD  telle  qu'ayant  mené  1 1  droite 
quelconque  FM  P,  la  relation  de  fa  partie  F  M  ̂   /rf  portion  de 

Courbe  ÂP  foit  exprimée  par  telle  équation  qu'on  voudra.  On 
propofe  de  mener  du  point  donné  M  /./  taniente  MT. 

Ayant  mené  fur  i^/'lapcrpendiculairei'/i'qui  rencon» 

C.j 
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tre  la  tangente  donnée  /'/i'au  point  H,Sc  la  cherchéeMT 
au  point  T,  imaginé  une  droite  FRmOp  qui  faflè  avec 
FPun  angle  infinunent  petit,  &:  décrit  du  centre  /  les 

petits  arcs  du  cercle  /'O,  MR.  i  ie  petit  triangle /-Oi"  fera 

lemblableau  triangle  redangle/'/H'icar  les  angles ///'F, 
*  ̂/-z.  i.  7/^/rfonc*ëgaux,  puilqu'ils  ne  différent  entr'eux  que  de 

l'angle  F Fp  que  l'on  fuppole  infiniment  petit,  &  de  plus 
l'angle /'O/' eft  droit, puifque  la  tangente  en  0(quin'eft 
autre  chofe  que  la  continuation  du  petit  arc  PO  conlîdé- 
ré  commeune  droite(ellperpendiculaire(urle  rayon  FO. 
Par  la  même  raifon  les  triangles  mliM.,MFT  feront  fem- 
blables.  Or  il  eft  clair  que  les  petits  triangles  ou  fecleurs 

F  PO  Se  F  MR  font  femblables.  Si  donc  l'on  nomme  les 

connues  PFi,t;HF,s-,FJ\/l,y;FP,Kj^  l'arc  ̂   •'.x  jon 
aura  PH  (t)  .HF{sJ  :  :  Pj>  (dx) .  PO  =  —-.  Et  FP  (zj . 

FM  (y)::rO(~).  Mi2=^f^".  -EimRldyJ.RMC-''^-):: 

FM  (y).  FT^='-^^j^.ï^to\\  achèvera  le  refte  par  le  moyen 
delà  différence  de  l'équation  donnée. 

Exemple. 

FjG.  10.  13.  >,[  l'on  veut  que  la  courbe  A  PB  foit  un  cercle  qui 
ait  pour  centre  le  pomt  fixe  Fi  il  eft  clair  que  la  tangen- 

te /^f/ devient  parallèle  &  égale  à  la  foutangente  FH,i 

caufe  que  HP  lera  aulîî  perpendiculaire  à  PF  -,  6c  qu'ainfi 

l'on  aura  en  ce  cas  FT  =V7^  ="^4^— .  en  nommant  la 

droite  FP{k^)-,^>  parcequ'clle  devient  conftante  de  va- 
riable qu'elle  étoit  auparavant.  Cela  po/é,  fi  l'on  nomme 

la  circonférence  entière,  ou  une  de  fes  portions  détermi- 

nées, é>  i&que  l'on  hffeè  .  x::  a  .y.\z  courbe  CMD  ,  qui 
eft  en  ce  cas  FMD^  fera  la  Spirale  à'Archhnede ,  6i  l'on 

aura^  =  ̂ quia  pour  fa  différence  ̂ j=  ̂ ,  d'où  l'on 

tirej'^.«  =-^=  xdy  en  mettant  pourj)/  fa  valeur  y  j 

^partant  jr('2^j  =:2;.Cequi  donne  cette  confiruclion. 
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Soie  décrit  du  centre  F  Se  du  rayon  FM,  l'arc  de  cercle 

MQ,  terminé  en  Q  par  le  rayon  F^qui  joint  les  points 

fixes '^,  Fi  Toit  pris  FT  égale  à  l'arc  iW^^  .-  je  dis  que 
la  droite  MT  fera  tangente  en  M.  Car  à  caufe  des  fécleurs 

femblables  FPA.FMQ^,  l'on  aura  IP  (a). F  M  (y)  ■■  :  AP 

(,).Maj='-^==^FT. 

Si  l'on  fait  en  général  h  .x::  a'./",  (  l'expofant  m  dé- 

figne  un  nombre  entier  ou  rompu  tel  que  l'on  veut)  la 

courbe  FMD  fera  une  des  fpirales  à  l'mfini ,  &  l'on  aura 

m  __  f_v    ̂ ^^.  ̂  p^ijj.  ç^  différence  »zy™~'^  =  "1^> 

d'où  l'on  tire_y^A;  =  2^^  =  mxcfy,  en  mettant  pour^"" 

fa  valeur  V^  5  &  partant  ̂ rfi^;  ̂ '^=m.MQ, 
Proposition      VI. 

Problème. 

^4'  O  o  I  T  lene  ligne  courbe  APB  dont  ton  fcache  mener  Fio. 
les  tangentes  PH  ,  <^  »■«  point  fixe  F  /(o^-j  ̂ f  fr^/r  ligne  • 
fott  une  autre  ligne  courbe  CMD  telle  que  menant  comme  on 
voudra ,  la  droite  FPM  ̂   la  relation  de  FF  à  ¥}Afoit  expri- 

mée par  une  équation  quelconque,  il  faut  du  point  donne  M 
mener  la  tangente  MT. 

Ayant  mené  la  droite  FHT  perpendiculaire  fur  FM,  & 
imagmé  comme  dans  la  propoficion  précédente  les  petits 
triangles  750/,  A-/72w  femblables  aux  triangles  FiFP, 
TFM^on  nommera  les  connues  i?//,  j  j  FP^x;FM,y;  &C 

l'on  âUTâPF  (x) .  F  H  (s)  :  :  pO  (dx)  .0P=^~  ,Y.t  FP  (x). 

FM  (y)  ::  OP  C^)  .RM=^  '^ .  Et  mR  (dy) .  RM  f  •l'f  j 

:  ;  FM  (y) .  FT  =  ';!{/'.  On  achèvera  enfuite  le  refte  par 

le  moyen  de  la  différence  de  l'équation  donnée. 
C  iij 
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Exemple. 

IJ*  b  I  l'on  veut  que  la  courbe  yiPB  foit  une  ligne 
droite  PH,  &  que  l'équation  qui  exprime  la  relation  de 
FP  à  FM  (oit y  —  x^=a,  c'efl:  à  dire  que  PM  foit  tou- 

jours égale  à  la  même  droite  donnée  «î  ;  l'on  aura  pour  dif- 

férence djy  =  dxi  Ôc  partant  IT  /i'^)  ='^  .  Ce  qui 
donne  cette  conftruclion. 

Soit  menée  Af£  parallèle  à /'//,&il/7' parallèle  àPE; 

je  dis  qu'elle  fera  tangente  en  il-/. 
Car  FP  (x).  F  H  (s)  -.  :  FM  (y)  .FE-=  Ç  .  Et  FP 

(x)  .  FE  (  '^J  ::  FM  (y) .  FT  —  '-^ .  Il  eft  clair  que  la 
courbe  CMD efl;  la  Conchoïde  de  Nicomede ,  donc  l'alym- 
ptote  eft  la  droite  PH.,  &:  le  pôle  eft  le  point  fixe  F. 

Proposition      VII. 

Problême. 

Fie.  u,  2,6,  b  o  I  T  une  ligne  courbe  ARM  dont  ton  fi^ache  mener 
les  tangentei  Mh-\,i^ijui  ait  pour  diamètre  Lt  droite  EP  A  HT, 

foit  hors  de  ce  diamètre  un  foint  five  F,  d'où  parte  une  lizne 
droite  indéfinie  F  P  S  M  qui  coupe  le  diamètre  enP  d^  la  courbe 

en  M.  Si  l'on  conçoit  maintenant  que  la  droite^V}A^  en  tour- 
nant autour  du  point  F,  fa(fe  mouvoir  le  plan  P  A  M  fujours 

parallèlement  à.  foi-mcme  le  long  de  la  ligne  droite  ET  immo- 
bile (^  indéfinie^  en  forte  que  la  aisance  PA  demeure  pur- 

tout  la  même  >  il  eji  clair  que  l'interfcsiion  cont:nuelle  M  dei 
ligna  FM  ,  A  M  décrira  dans  ce  mouvement  une  ligne  courbe 

CMD.  On  fropofe  de  rnener  d'un  point  donné  M  fur  cette 
courbe  la  tangente  MT. 

Ayant  imaginé  que  le  plan  PAM  foit  parvenu  dans  la 
fituation  infiniment  proche /"^zw,  &  tiré  la  lignew^^pa- 
rallele  ï  A  PhW  eft  clair  par  la  géncracion  que  Pp  =  Aa. 

■=Rm\  &  partant  que  R\  ■^=Sm  —  Pp.  Or  nommant  les 

connues/'/' ou  J/j AT j/'iV/oui^OTj/i  PH^s^MH,  t;&c 
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la  difFcrence  /^/,  dx^x,  Jes  triangles  femblables  FPpiC 
FSm,  MPH  &:  MS&,  M  HT  &C  MRm,  donneront  FJ> 

fxJ.Fm  (y)  ::Pl>(d^.  Sm^yJ±{àonc SR  =  ̂ ii^j. 

Et  PH(s) .  H  M  (t)  ■•■•  SR  il''-  -'''').  RM  =  ''''-  '"'^ 

-Et  MR{'y'^-""'^).  Rm(d^)  ::  MH  (t).HT=-~-^. 

Donc  fi  l'on  mené  FE  parallèle  à  iV/H",  Se  qu'on  prenne 
HT  =  PE  j  la  ligne  iW^T' fera  la  tangente  cherchée. 

Si  la  ligne  y^Af  étoic  une  ligne  droite  ;  la  courbe  CMD 

fêroit  une  Hyperbole  qui  auroic  pour  une  de  fes  afympto- 
tes  la  ligne  ET.  Et  fi  elle  étoit  un  cercle  qui  eût  fon  cen- 

tre au  point  Pj  la  courbe  CMD  feroit  la  Conchoïde  de 

Ntcûmede .,  qui  auroitpour  afymptote  la  ligne  i;7',  &pour 
pôle  le  point  F.  Mais  fi  elle  etoit  une  parabole  ;  la  cour- 

be CAfZ)  leroit  la  compagne  de  la  ParaboloïdedeZ)f/2-,3r- 
tes^,  qui  fe  décriroit  en  même  temps  au  defibus  de  la  »  Gcom. 

droite  ET  par  l'interfeclion  de  F P  avec  l'autre  moitié  de  ̂'-v-  j. la  Parabole. 

Proposition       VIII. 

Problême. 

2-7*  O  O  I  T  une  ligne  courbe  AN  qui  ait  pour  diamètre  la  Fig.  i}, 

lii^ne  droite  AP,  avec  un  point  fixe  F  hors  de  ces  lignes  ',  joit 
une  autre  ligne  courbe  CMD  telle  que  menant  comme  l'on 
voudra  .^  la  droite  F  MPN  Ja  relation  de  fes  parties  FN  ,  FP, 
FM  [oit exprimée  far  une  équation  quelconque.  Jlefi  quejîion 
de  tirer  du  f  oint  donne  M  la  tangente  MT. 

Soit  menée  par  le  point  i? la  ligne  ?//<:  perpendiculaire 

à  F'M.,  qui  rencontre  en  A:  le  diamètre  j4P.,  Se  en  H  la  tan- 
gente donnée  I^fH  i  foient  décrits  du  centre  F  &  des  in- 

tervalles /"iV",  FP,  F  M  des  petits  arcs  de  cercle  iV  9  ,  PO, 
MR  terminés  par  la  droite  Fn  que  l'on  concjoit  faire  avec 
FN  wn  angle  infiniment  petit.  Cela  pofé. 

Si  l'on  nomme  les  connues  i7^:,j;Fjy,if;  2?/»,  AT;  F;!//} FN^  ̂ ,  les  triangles  femblables  PFK  ècpOP,  FMR  6c 
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IPO  &  V:tTQ^,  UrT^U  NQn,  mRM  &  MTT  donneront 

TF  (x).  FK  (s)::  pO{dx).  QP^'-^.  ï.zFP{x).FM 

{y  )  :  :  PO  (  '^) .  MR'^.  EtFP  [>c).FN[^)  :  :  PO 

i'-f).  N(l_=  '^.  Et  HF  (i)  .F2^{^)  :  :  NO.  (^'  )• 

Qn  (  —  dzj  =  ':^' .  Et  mR{dy). RM  { ''-^)  :  :  FM  {y) . 

FT  =  i^^.  Or  par  le  moyen  de  la  difFerence  de  l'équa- 
tien  donnée  on  trouvera  une  valeur  de  dy  en  dx  &  dg^, 

dans  laquelle  mettant  à  la  place  de  dz^fa  valeur  négative 

=-j~  ,  parceque  x  croiffant ,  5;_diminue  j  tous  les  termes 

feront  affcdës  par  dx-,  de  forte  que  cette  valeur  étant  en- 

fin fubftituée  dans  '-§^,  les  dx  fe  détruiront.  Et  partant 
la  valeur  de  FT  fera  exprimée  en  termes  connus  6c  déli- 

vrés des  différences. 

Si  l'on  fuppofoit  que  la  ligne  droite  ̂ P  fût  une  ligne 
courbe,  &  qu'on  menât  la  tangente  PK  ;  on  trouveroit 
toujours  pour  FT  la  même  valeur,  ôc  le  raifonnement  de- 
meureroit  le  même. 

Exemple. 

FiG.  14.  18.  Supposons  que  la  ligne  courbe  v^iV  foit  un 

cercle  qui  pafle  par  le  pomt  F  (tellement  fitué  à  l'égard 
du  diamètre  ̂ 4 P  que  la  ligne  FB  perpendiculaire  à  ce 
diamètre  paflè  par  le  centre  G  de  ce  cercle  ) ,  &c  que  PM 

foit  toujours  égale  à  P?/-,  il  efl:  clair  que  la  courbe  C  A/ Z), 
qui  devient  en  ce  cas  F MA^  lèra  la  Cifloïde  àQ  Diodes, 

&c  que  l'on  aura  pour  équation  z^-t-y  =  zx ,  dont  la  ài(. 

férence  efl:</y=2^x— af^=  itxxd^^^.^id,:  ̂ ^  mettantpour 

dz  fa  valeur  —  — ^^  trouvée  ci-deflus  *.  Et  partant  FT 
*  ̂-In.  27.  '^^ 

^siytix    \     styy 

{    xx.iy  J  t.ixx  -4-  sK^i.* 

Si  le  point  donné  M  tomboit  fur  le  point  A,  les  lignes 

JiVf ,  F2St,  FP  feroient  égales  chacune  iFA ,  comme  aufli 
les 
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les  droites  FK ,  F  H  J  &  partant  on  auroiten  ce  cas  FT. 

=  ̂ =  |a;  ,  c'eft  à  dire  que  fi  l'on  prend  FT  =  \^Ft 

&  qu'on  mené  la  ligne  ̂ T,  elle  fera  tangente  en  ̂ . 
On  peut  encore  trouver  les  tangentes  de  la  Cifloïde 

par  le  moyen  de  la  première  Propofition  ,  en  menant  les 
perpendiculaires  I^E,  ML  fur  le  diamètre  FB  ̂   &  cher- 

chant l'équation  qui  exprime  le  rapport  de  la  coupée  FL 
à  l'appliquée  LMl  ce  qui  fe  fait  aind.  Ayant  nommé  les 
connues  IB,  2a;  IL  ou  BE,  xi  LM^ys  les  triangles 

femblables  FEN^  FLM,  de  la  propriété  du  cercle  don- 

neront i'Z  (a;).  ZiW(/)  ;.•  FE.EN ::  EN{V2a<  —  xx). 

EB  {x).  D'où  l'on  tircj^= jj^ ,  dont  la  difFerence  eft 

^dy=  ---^^r '^-  ■  Et  partant  LO*  (^ )  ̂-^g^^  .^..,. 
__  i««--^    en  mettant  pour  yy  fa  valeur  -^ — 

Proposition     IX. 

Problême. 

^^•  Soient  deux  lignes  courbe)  ANB,  CPD,  é-  une  li-  p 

gne  droite  FKT,  furie/quelles foicnt  marques  des  f  oints  fixes  ' 
A ,  C,  F  ̂foitdeplus  une  autre  ligne  courèeEM  G  telle  qu'ayant: 
mené  far  un  de  [es  points  quelconques  M  la  droite  FMN ,  ̂  

M?  parallèle  à  FK  5  la  relation  de  tare  AN  à  l'arc  CP  foit 
exprimée  par  une  équation  quelconque,  jlfaut  d'un  point  don, 
né  M  fur  la  courbe  EG  mener  la  tangente  M  T. 

Ayant  mené  par  le  point  chercher  la  ligner// paral- 
lèle à  ÇM,  &  parle  point  donné  iV/les  droites  MRK,  MO» 

parallèles  aux  tangentes  en  7' &  en  iV,  on  tirera  FmOn  infi- 
niment proche  de  FMNèc  mRp  parallèle  à  M  P. 

Cela  pofé,  fi  l'on  nomme  les  connues  FM,si  FN',  t;  MK, 
»■;  CP,.v  ;  AN  y ,  (donc  Ppow  MR=dx,  Nn~dy)  les  trian- gles femblables  FNn  &  F  MO,  MOm  &  MHT,  MRm  &t 
MKT  donneronci?iV  W-  J-M  [s)  :  :  2s[n(dy).M0='-^ D 



i6  Analyse 

Ec  MR{dx).  MO  (^)::  MK  {u\ .  MH  =  -^  .  Orpar 

Je  inoyen  de  la  différence  de  rcquarion  donrce  l'on  aura 
une  valeur  de  i/y  entermeiqm  feront  tous  afFedcs  par^^x, 

laquelle  étant  fubftiruéedani  '"^J' ,  les  (^xfe  détruiront  j& 
partant  la  valeur  de  MH  fera  exprimée  en  termes  en- 

tièrement connus.  Ce  qui  donne  cette  conftruclion. 

Soit  mené  AfH  parallèle  à  la  touchante  en  N  &  éga- 

le à  la  valeur  que  l'on  vient  de  trouver  :  foit  tirée  HT 
parallèle  iFM,  qui  rencontre  en  T  la  droite  J^K-,  par  où  & 
par  le  point  donné  m  foit  menée  la  tangente  cherchée  MT- 

Exemple. 

Y1C.16.  jo.  Si  l'on  veut  que  la  courbe  ̂ NB  foit  un  quart  de 
cercle  qui  ait  pour  centre  le  point  fixe  F,  que  la  cour- 

be CI^D  foit  le  rayon  y^FF  perpendiculaire  fur  la  droite 

FKG^B-,  èc  que  l'arc^iVf/}  foie  toujours  à  la  droite v^/» 
(x)  comme  le  quart  de  cercle^iV^  {i)  au  rayon  ̂ f  {a)  ;  la 
courbe  EMG  deviendra  la  Quadratrice^^JWG  de  Binoflra- 

te,&C  l'on  aura  MH{'^)^ '-^^^ïi^,  pui%e  F^  o" 

MK  (»)==^  —  x^?<.FN[t)  =  a.  Mais  l'analogie  fuppofée 
à.ot\x\Q.ay=bx,?^ady  =  l}dx.  Mettant  donc  dans  la  valeur 

de  iVfH"  à  la  place  de  a:  6c  de  «/y  leurs  valeurs  "/  &  '-|i',  on 

trouvera  MH=  '"~'"  ■  Ce  qui  donne  cette  conftruclrion. 

Soit  menée  iWH  perpendiculaire  fur  f7W,&  égale  à  l'arc 

_71,/^écrit  du  centre  i^,  &  foit  tirée  WT"  parallèle  à  FM-., 
je  dis  que  la  ligne  MT  fera  tangente  en  M.  Car  à  cauië 

des  fédeurs  femblables  FNB,  FMQ_,  l'on  aura  FN[.t) 

FAf{s)::NB{è—y).M(l  = 

ht 

COR.OLLAI   RE. 

F  G        5^-  S  I  ̂'o"  ̂ ^^^  déterminer  le  point  G  où  la  quadra- 

'  trice  ̂ MG  rencontre  le  rayon  F£,  on  imaginera  un  au- 
tre rayon  Fgè  infiniment  proche  de  FGB  ;  &  en  me- 

nant g/ parallèle  à  JF'.ff,  la  propriété  de  la  quadratricc 
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&  les  triangles  remblables/'^^,g/i=',rc<ftanglesen  ^&ea 
f,àQV\ï\trontJB.AF::  Bh .  Ff::  FB  on  Ab  ̂ f  omIG. 

D'où  l'on  voit  que  fi  l'on  prend  une  troifiéme  propor- 
tionnelleau  quart  de  cercle  ̂ i?&  au  rayon  ̂ i?,  elle  fera 

égale  à  /■G,c'eft:  à  dire  que  FG  =  f.  Ce  qui  donne  lieu 

lieu  d'abréger  la  conftrudion  des  tangentes. 

Car  menant  T£  parallèle  à  A/ H",  les  triangles  fembla-  pjQ_  ̂ ^^ 
blés  FMK,  FTE  donneront  MK  (a  —  x).  MF  {s)  ::  ET 

omMH  C^i=^  ) .  jr^*^^^"  =  ̂.  en  mettant  pour 

X  fa  valeur  ̂  ,  S:  divifant  enfuite  le  tout  par  h  — y  i  d'où 
il  eft  clair  que  la  ligne  FT  eft  troifiéme  proportionnelle 
kFG  ̂ i  FM. 

Proposition      X. 

Problême. 

32-«   S  OIT  une  ligne  courèe  AMB  telle  qu'ayant  mené  J^un  pic.  iJ. 
de  fes  points  quelconquesM.  aux  foyers  F,  G,  H,  é"e.  les  droi- 

tes MF,  MG,  MH,  é-c.leur  relation  foit  exprimée  par  une 
équation  quelconque  :  ̂foit  propofe  de  mener  du  point  donné 
M  la  perpendiculaire  M  P  fur  la  tangente  en  ce  point. 

Ayant  pris  fur  la  courbe  ̂ ^.5  l'arc  Mm  infiniment  petit, 
&  mené  les  droites  F Rm,GmS,HmO^  on  décrira  des  cen- 

tres F,  G,  H  les  petits  arcs  de  cercles  MR,  MS,  A/0;  enfuite 

du  centre  M  Se  d'un  intervalle  quelconque  on  décrira  de 
même  le  cercle  CD£  qui  coupe  les  lignes  MF,  MG^  MU 

aux  points  CJD, £,  d'où  l'on  abailTera  fu  r  MP  \q%  perpendi- 
culaires CZ,  BK,  El.  Cette  préparation  étant  faite,  je  re- 

marque 

1°.  Que  les  triangles  réiftangles  MRm ,  MLC  font  Sem- 

blables ;  car  en  ôtant  des  angles  droits  LMm,  RMC  l'angle 
commun  LMR.,  les  vq^^cs RMm,L MC  feront  égaux,&  de  plus 
ils  font  rédangles  en  iî  6c  Z.  On  prouvera  de  même  que 
les  triangles  rédangles  MSm  &  MKB,  MOm  &  MIE  font 

femblables.  Partant,  puifque  l'hypothenufe  Mm  eft  com- 
mune aux  petits  triangles  MRm,  MSm.,  MOm ,  &  que  les 

Dij 
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hypothenufes  A/C,  A/D,  M£  des  triangles  MZC,  MKD , 

MlE  font  égales  entr'ellcsj  il  s'enfuie  que  les  perpendicu- 
laires CZ,  BK^  El  ont  le  même  rapport  entr'clles  que  les différences  Rm^  Sm,  Ont. 

2°.  Que  les  lignes ,  qui  partent  des  foyers  fitués  du  mê. 
me  côté  de  la  perpendiculaire  ̂ /'^croiflênt  pendant  que 
les  autres  diminuent,  ou  au  contraire.  Comme  dans  la 

figure  i8,  'EMctox'k  de  fa  différence  Rm  ,  pendant  que  les 
autres  GM^  H-^i  diminuent  des  leurs  Sm ,  Om. 

Si  l'on  fuppofe  à  préfent,  pour  fixer  fes  idées ,  que  l'é- 
quation qui  exprime  la  relation  des  droites /'/W  (a),  GM 

{y) ,  H  M  (2;^),  foit  ax-^  xy —  t^^=o^  dont  la  différen- 
ce cÇt  adx  ■+ ydx -i- xdy  —  2\dxj=oi  11  eft  évident  que  la 

la  tangente  en  M{  qui  n'efir  autre  chofe  que  la  continua- 
*  ̂rt.  3.  tion  du  petit  côté  Aiwdupoligoneque  l'on  conçoit  *com- 

pofer  la  courbe  AMB)  doit  être  tellement  placée  qu'en 
menant  d'un  de  fes  points  quelconques  w  des  parallèles 
mR^mS,  mO  aux  droites  FM,  G  M-,  HM^  terminéesen  R,  S, 

O  par  des  perpendiculaires  MR,  MS^  MO  à.  ces  mêmes  droi- 

tes ,  on  ait  toujours  l'équation  a  -+-/  x  Rm  s-  x  x  S>n  —  2!^ 
X  Om-=:o:oa  (  ce  qui  revient  au  même,  en  mettant  à  la 
place  de  Rm ,  S»*,  Om  leurs  proportionnelles  CZ  ,  DK, 
El  )  que  la  perpendiculaire  mP  à  la  courbe  doit  être  pla- 

cée en  forte  que  a  -^ y  x  CL  -t-  x  x  D/C  —  2^x  El  ==  o. 
Ce  qui  donne  cette  conftruclion. 

F1a.1S.15.  Q.ue  l'on  conçoive  que  le  point  C  foit  chargé  du  poids 
a-^y  qui  multiplie  la  différence  dx  de  la  droite  FM  fur 

laquelle  il  eft  fltué,  &  de  même  le  point  D  du  poids  x , 

&  le  point  £  pris  de  l'autre  côté  de  A-f  par  rapport  au 
foyer  i^  (  parceque  le  terme  —  2z.d3^çi^  négatif)  du  poids 

22^  je  dis  que  la  droite  A//' qui  paffe  par  le  commun  cen- 

tre de  péfanteur  des  poids  fuppofez  en  C,  D,  £,  fera  la 

perpendiculaire  requife.  Car  il  eft  clair  par  les  principes 
de  la  Mécanique ,  que  toute  ligne  droite ,  qui  paffe  par  le 

centre  de  péfanteur  de  plufîeurs  poids ,  les  fépare  en  for. 

te  que  les  poids  d'une  part  multipliés  chacun  par  fa  di. 
ftance  de  cette  droite,  font  précifément  égaux  aux  poids 
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d€  l'autre  part  multiplies  auiïî  chacun  par  fa  diftance  de 
cette  même  droite.  Donc  pofant  le  cas  que  k  croi/Tant, 

y  &î;^croiirent  aulfi,  c'eft  à  dire  que  les  foyers  F^  G,  H  Fig.ij. 
tombent  du  mêmç  côté  de  MF,  comme  l'on  fuppofè  tou- 

jours en  prenant  la  difFérence  de  l'équation  donnée  félon 
les  règles  prefcrites^  il  s'enfuit  que  la  ligne  MP  lailîèra 
d'une  part  les  poids  en  C  &  D ,  ôc  de  l'autre  le  poids  en 
i,&qu'ainfl  l'on  aura  ̂ -*-^x  CZ-^xxDK  —  2Z^^  £i=«, 
qui  croît  l'équation  à  conftruire. 
Or  je  dis  maintenant  que  puifque  la  conftruâiion  efl:  bon- 

ne dans  ce  cas ,  elle  le  fera  auflî  dans  tous  les  autres  ;  car 

fuppofant  par  exemple  que  le  point  M  change  de  fitua- 
lion  dans  la  courbe  en  forte  que  x  croiflànt  ,y&cz^  dimi-  Fic,  iS. 

nuent,  c'eft  à  dire  que  les  foyers  G,  H  paflent  de  l'autre 
côté  âeMP,  il  s'enfuit  1°.  *  Qii'il  faut  changer  dans  la  *  j^rt.S. 
différence  de  l'équation  donnée  les  fignes  des  termes  affe, 
étés  par  ̂ ,  dt^,  ou  par  leurs  proportionnelles  Z)K,  El  ; 

de  forte  que  l'équation  à  conllruire  fera  dans  ce  nou- 
veau cas^J^i^^  X  CL —  X  X  BK  -*-  22;  v  El  =^  0.  1°.  Que 

les  poids  en  D  &  £  changeront  de  côté  par  rapport  à 

MP  -,  Se  qu'ainfî  l'on  aura  par  la  propriété  du  centre  de 

pefanteur^"^^x  CL  —  x  x  Z)JC -t- j;^  x  £/  =  o,  qui  eft  l'é- 
quation à  conftruire.  Et  comme  cela  arrive  toujours  dans 

tous  les  cas  poffiblcs ,  il  s'enfuit,  &c. 
Il  cft  évident  que  le  même  raifonnement  fubfiftera  tou- 

jours tel  que  foit  le  nombre  des  foyers,  Se  telle  que  puifte 

être  l'équation  donnée  ;  de  forte  que  l'on  peut  énoncer 
ainfi  la  conftrudion  générale. 

Soit  prife  la  différence  de  l'équation  donnée  dont  je 
fuppofe  que  l'un  des  membres  foit  zéro,  6c  foit  décrit  à 
difcrétion  du  centre  A^ un  cercle CZ)i;  qui  coupe  lesdroi- 

tes  A-fF,  MG,  M  H  aux  points  C,D,  E,  dans  lefquels  foienc 

conçus  des  poids  qui  ayent  entr'eux  le  même  rapport 
que  les  quantités  qui  multiplient  les  différences  des  li- 

gnes fur  lefquelles  ils  font  fitués.  Je  dis  que  la  ligne  MPqui 

palle  par  leur  commun  centre  de  pefanteur,  fera  la  per- 

pendiculaire requife.  Il  eft  à  remarquer  que  fi  l'un  des 

D  iij 
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poids  efl:  négatif  dans  la  différence  de  l'équation  donne'e, 

il  le  faut  concevoir  de  l'autre  côté  du  point  M  par  rap- 
port au  foyer. 

Si  l'on  veut  que  les  foyers  P,  G,  H"  foient  des  lignes  droi- 
FiG.io.  tes  ou  courbes  fur  qui  les  droites  A/i^,iVf G,  iVf// tombent 

à  angles  droits,  la  même  conftruction  aura  toujours  lieu. 

Car  menant  du  point  m  pris  infiniment  près  de  M  les  per- 
pendiculaires nif,  mg,mh  fur  les  foyers ,  &  du  point  M  les 

petites  perpendiculaires iVfiî,  MS,  MO  fur  ces  lignes  ;  il 
eft  clair  que  Rm  fera  la  difFcrence  de  MF,  puifque  les  droi- 

tes MF,  Rf  étant  perpendiculaires  entre  les  parallèles  Ff, 
MR,  elles  feront  égales ,  &c  de  même  que  Sm  eft  la  diffé- 

rence de  iWG,  &  O-^  celle  de  iW/Ji  &  on  prouvera  enfuite 
tout  le  refle  comme  cideffus. 

FiG.  zr.  On  peut  encore  concevoir  que  les  foyers  F,  G,  7f  foienc 
tous  ou  en  partie  des  lignes  courbes  qui  ayent  des  com- 
mencemens  fixes  &  invariables  aux  points  F,  G,  FI,  &  que 

la  ligne  courbe  ̂ JW^fifoit  telle  qu'ayant  mené  par  exem- 
ple d'un  de  fès  points  quelconques  jWlcs  tangentes  MF", 

M^èc  la  droite  MGi  la  relation  des  lignes  mixtilignes 
FVM,  HJCM  &  de  la  droite  GM  foit  exprimée  par  une 
équation  quelconque.  Car  ayant  mené  du  point»  pris  in- 

finiment près  de  JVf  la  tangente  »2«,  il  efl  clair  qu'elle  ren- 
contrera l'autre  tangente  au  point  V{  puifqu'elle  n'eft  que 

la  continuation  du  petit  arc  Vu  confédéré  comme  une  pe- 

tite droite  ) ,  &  partant  que  fî  l'on  décrit  du  centre  V  le 
petit  arc  de  cercle  MR  i  Rm  fera  la  différence  de  la  ligne 
mixtiligne  FVM  qui  devient  FVuRm.  Et  tout  le  refte  fë 
démontrera  comme  ci-devant. 

M.  Tfchirnhaus  a  donné  la  première  idée  de  ce  Prollème  dans 

fonLivrede  la  Médecine  de  l  efprit;  M.FcLÙo  en  a  ireuvé  en- 

fuite  une  folution  très  ingènieufe  qu'il  a  fait  inférer  dans  les 
Journaux  d' Hollande  :  mais  la  manière  dont  ils  l'ont  conclu  , 
Ti'eft  qu'un  cas  particulier  de  la  confiruîtion  générale  que  je 
viens  de  denner. 
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EXEMPLK        L 

33-  Sorr  axx -i- fyjr  ■^-  cz'i — /'=:o  (  les  droites  rf,  ̂,  f,  / 
iont  données)  dont  la  différence  eft  axdx  -»-  iydj/-t-  cz^s^ 

E=  0.  C'eft  pourquoi  concevant  en  C  le  poids  ̂;if ,  en  D  le  Fie.  li. 
poids  (é^,  8c  en  £  le  poids  cz^,  c'eft  à  dire  des  poids  qui 
îbient  entr'eux  comme  ces  rédangles;  la  ligne  MP  qui 
pafle  par  leur  commun  centre  depefantcur,  fera  perpen- 

diculaire à  la  courbe  au  point  M. 

Mais  fi  l'on  mené  PO  parallèle  à  CZ,  &  que  l'on  pren- 
re  le  rayon  MC  pour  l'unité ,  les  triangles  femblablcs 
iV/CZ,  iVfi^O  donneront  J'0= a:  xCZ;  &  de  même  me- 

nant GR  parallèle  à  BK ,  &  US  parallèle  à  £/,  on  trou- 

vera  que  GR  =/  x  DK&cHS=  z^y-  El  :  de  forte  qu'en 
imaginant  auxfoyersi^jGji^Iespoidsrf,^,^;  la  ligne  A//', 
qui  pafle  par  le  centre  de  pefanteur  des  poids  ax^  hy  ,  a^ 

fuppofez  en  C,  D,  £,  paflera  auiïî  par  le  centre  de  pefan- 
teur de  ces  nouveaux  poids.  Or  ce  centre  efl:  un  point 

fixe,  puifqueles  poidsen  P,  G,  Ji",  fçavoir^,  ̂ ,  c,  font  it% 
droites  confiantes  qui  demeurent  toujours  les  mêmes  en 

quelque  endroit  que  fe  trouve  le  point  M.  D'où  il  fuit 
que  la  courbe  ̂ jW'^  doit  être  telle  que  toutes  fes  perpen- 

diculaires fe  coupent  dans  le  même  point ,  c'eft  à  dire 
qu'elle  fera  un  cercle  qui  aura  pour  centre  ce  point.  Voici 
donc  une  propriété  très  remarquable  du  cercle  que  Ton 
peut  énoncer  amfi. 

S'il  y  a  fur  un  même  plan  autant  de  poids  a^  b^  r,  &c. 
que  l'on  voudra ,  fitués  en  P,  G,  My&cc.èc  que  l'ondécri- 
vedeleur  commun  centre  de  pefanteurun  cerdeyiMBi 

je  dis  qu'ayant  mené  d'un  de  ies  points  quelconques  M, 
les  droites  A'ïF,  MG,Mfj,^c.  lafommedeleursquarrés 
multipliés  chacun  par  le  poids  qui  lui  répond  ,  fera  tou- 

jours égale  à  une  même  quantité. 

Exemple     II. 

54*  Soit  la  courbe  AMB  telle  qu'ayant  mené  d'un  Fig.  zj. 
de  fcs  points  quelconques  iWau  foyer  F  qui  eft  un  point 
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fixe  la  droite  MF,&  au  foyer  G  qui  efi:  une  ligne  droite 
la  perpendiculaire  MG  i  le  rapport  de  MF  à  MG  foit  tou- 

jours le  même  que  de  la  donnée  a  ila  donnée  k 

Ayantnomme  FM^x;MG,yyon  aura  x  .y.:  a  .  h,  & 
partant  ay  =  tx  dont  la  différence  efl:  ady  —  hdx  =  o. 

C'eft  pourquoi  concevant  en  C  pris  au  delà  de  M  par 
rapport  ai?  le  poids  ̂ ,  &  en  D(  à  pareille  diftance  deAf) 
le  poids  rf,  &  menant  par  leur  centre  commun  de  pefan- 
teur  la  ligne  MP  i  elle  fera  la  perpendiculaire  requife. 

Il  eft  clair  par  le  principe  de  la  balance,  quefil'on  divifê 
la  corde  CD  au  point  P  en  forte  que  CP  .D  P  ::  a  .h  Ae 
point  P  fera  le  centre  commun  de  pefanteur  des  poids 
fuppolés  en  C  &  D. 

La  courbe ^Af^  eft  une  fèdion  conique,  fçavoir  une 
Parabolelorfque^=^, une  Hyperbole  lorfque  ̂   furpallè 

i,  6c  enfin  une  Ellipfe  lorfqu'il  eft  moindre. 
Exemple  III, 

FiG.  14.  jj,  5j  I  après  avoir  attaché  les  extrémités  d'un  fil 
FZyMGAiXTHcn  F&cen  H,  Hc  avoir  fiche  une  petite  poin- 

te en  G,  on  fait  tendre  également  ce  fil  par  le  moyen 

d'un  ftile  placé  en  M,  en  iortequeles parties  FZy,  Hyjf 
foient  roulées  autour  des  courbes  qui  ont  leur  origine 

en  F&CH,  que  la  partie  MG  foit  double,  c'eft  à  dire 
qu'elle  foit  repliée  en  G ,  &  que  les  choies  demeurant  en 
cet  état  l'on  faiïe  mouvoir  le  ftyle  M'>  il  eft  clair  qu'il  dé- 

crira une  courbe  ̂ Af^.  Il  eft  queftion  démener  d'un 
point  donné  Af  fur cettecourbe  la  perpendiculaire  MP,  la 
pofirion  du  fil  qui  fert  à  la  décrire  étant  donnée  en  ce  point. 

Je  remarque  que  les  partiesdroitesjVf^,  MJTàufil  font 

toujours  tangentes  en  ]yS>i.A',Sc  que  fî  l'on  nomme  les  li- 
gnes  mixtilignes  FZVM,  x  ;  FJrJTMy  xj  la  droite MG,y  ; 
&  une  ligne  droite  prife  égale  à  la  longueur  du  fil ,  ai 

l'on  aura  toujours  x  -^  zy -¥■  ï=^  a  :  d'où  je  connoisque  la 
courbe ^A/iî  eft  comprifedansla  conftrudion  générale. 

C'eft  pourquoi  prenant  la  différence  dx  -^  liy  h-  dxj=Q, 
8i  concevant  en  C  le  poids  7,  en  D  le  poids  2,  Se  en  £  le 

poids 
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poids/;  je  dis  que  la  ligne  MP,  qui  pafle  par  le  centre  com- 

mun depefanteurde  ces  poids  j(èra  la  perpendiculaire  re- 

quife. Proposition      XI. 

Problême. 

36'  Soient  deux  lignes  quelconques  KS?'^ ^  EQF  dont  fie 
ton  p^ache  mener  les  tangentes  PG,  Q^H;  ̂  foi t  une  ligne 

droite  PQ^Jur  laquelle  foit  marqué  un  point  M.  St  l'on  conçoit 
que  les  extrémités  P,  Ôjle  cette  droite  gliffent  le  long  des  lignes 
A  B ,  EF,  //  e^  clair  que  le  point  M  décrira  dans  ce  mouvement 

une  ligne  courbe  CD.'  il  efi  queftionde  mener  d'un  ;point  donné 
M  fur  cette  courbe  la  tangente  MT. 

Ayant  imaginé  que  la  droite  mobile  PMQJoïz  parve- 
nue dans  la  fituacion  infiniment  proche/'w^,  on  tirera  les 

petites  droites /'0,iVfi2,  ̂ perpendiculaires  fur  Z'^,  ce 
qui  formera  les  petits  angles  redangles/O/',  mRM,  qSQJ 
&  ayant  ̂ ris  PK  égale  à  Af<^,  on  mènera  la  droite  HKG 

perpendiculaire  fur  P^^  &  l'on  prolongera  O/'en  T,  oà 
je  ftippofe  qu'elle  rencontre  la  tangente  cherchée  MT. 
Cela  pofé ,  il  efl:  clair  que  les  petites  droites  Op ,  Rm ,  Sq 

feront  égales  entr'elles,  puifque  par  la  conftrudion  PM 
&  M^Jont  par  tout  les  mêmes. 

Ayant  nommé  les  connues  PM  ou  KjQ^,  a;  M^ou 
PK,  b  i  KG.,  fi  KH,  g  ;  &  la  petite  droite  Op  ou  Rm  ou  Sq., 

dy,  les  triangles  femblables  PKG  ScpOP,  ̂ KHbCqSQ^ 

donneront  PK  (b)  .  KG  (f)  :  :  pO  (dy)  .OP  —  ̂^.  Et^K 

(a)  .KH  (g)  ■.:qS  (dy)  .  5^=^.  Or  l'on  fçait 
par  la  Géométrie  commune  que  MR  =  2£il£SjtS£fi^ 

=  ■^^1^.  Ainfi  les  triangles  femblables  mRM,  MPT 

donneront  mR  (dy) .RM (f^^^)  ....  MP  (a).  PT  = 

^{^y.  Ce  qu'il  falloir  trouver. 

£ 
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PROtOSITION         XII. 

Problême. 

TiG.Kj.^y.  Soient  deux  liynei  quelconques  BN,  FQj^a/  ayent 

four  axes  les  droitesBC,  ED  qui  s' entre -coupent  a  angles  droits 

au  point  k  ;  ̂foit  une  ligne  courbe  LM  telle  qu'ayant  mené 
d'un  de fes  points  quelconques  M  les  droites  MGQ,  MPN 
parallèle  rf  AB,  AE  ;  la  relation  des  cfpacesEGQÏ- , {le point 
E  efl  un  point  fixe  donné  fur  la  droite  AE ,  ̂  la  ligne  EF  efi 
pirallele âkOAPND,  dr  les  droites  A? ,  PM,  PN,  GQ^, 

/bit  exprimée  par  une  équation  quelconque.  Il  ejt  queftion  de 

mener  d'un  point  donné  M.  fur  la  courbe  LM.  ,  la  tangente 
MT. 

Ayant  nommé  les  données  &  variables  v^i"  owGM ,  xi 

FM  ou  AG^y^PN^  u  i GQ^, zj  l'efpace  EG^,si  l'efpa- 
ceAPND,  ti  &  les  foutangentes  données  Z"//,^;  GK,bi 

1'ona.ura.  PpouN^SouMR=:^dx.,Ggo\iRmouO,S^^  —  dyi 

Sn  =  —  du=:'^i  caufe  des  triangles  femblables  HPN  j 

2TSn;0q=dxj=  —  ~f^,NPpn=^dt^:=udx,b(.Qngq=ds 

=  —  zdyi  où  l'on  doit  obferver  que  les  valeurs  de  Rm 
&CSn  font  négatives,  parceque^/"  fxj  croiflant,  P M  (y) 
&  PN(u)  diminuent.  Cela  pofé ,  on  prendra  la  difFeren- 

ce  de  l'équation  donnée,  dans  laquelle  on  mettraà  la  place 

de  dt^  ds  ,^»,(^^Ieurs  valeurs^A;, —  z^y,  —  -j-^  — ^ i 
ce  qui  donnera  une  nouvelle  équation  qui  exprimera  le 

rapport  cherché  de  ̂  à  ̂a;,  ou  de  MP  à  PT. 

Exemple     I. 

3^'  joiT  /  -^i^=:t->rux,  on  aura  en  prenant  les  dif- 
férences ds  -^2zJ.\=^dt  ■+-  ndx  -+-  xdu.,  5c  mettant  à  la  pla- 

ce de  ds,  dt,  dz, ,  du  leurs  valeurs,  on  trouvera — z^-y — -^^j-^ 

^  .ud.-^.  d'où  l'ontire  PtC^)  ̂   '-^^^^. 
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Exemple     II. 

I  O  1 T  s  =  t,  donc  ds  =  dt ,   c'eft  à  dire  —  x^y 

c=:udx;&c  partant  PT  (^)  =  ——■-  ̂ '^  comme  cette 

quantité  eft  négative ,  il  s'enfuit* que  l'on  doit  prendre  *  Art,  lo. 
le  point  T  du  côté  oppofé  au  point  A  origine  des  x.  Si 

l'on  fuppofe  que  la  ligne  FQ^  foit  une  hyperbole  qui  ait 
pour  afymptotes  les  droites  .^^C,^£,  en  forte  que  Gi^(^2;_y' 

=  — ,  &  que  la  ligne  BND  foit  une  droite  parallèle  à 

-^i?,  de  manière  que  PN(u)  foit  par  tout  égale  à  la  droite 
donnée c;  il  eft  clair  que  la  courbeZM  apour  afymptote 

la  droite y^^,  &que  fa  foutangenrc  PT  ( — ■''■~)=^  —  ̂ • 
c'eft  à  dire  qu'elle  demeure  par  tout  la  même. 

La  courbe  LM  eft  appellée  dans  ce  cas  Logttrithmique. 

Proposition     XIII. 

Problème. 

2.6.  ̂   o  1  E  N  T  deux  lignis  quelconques  BN,  VÇ)qui^ycnt  pj(;_ 
foar  axe  la  même  droite  ̂   k,  fur  laquelle  foient  marque  i  deux 
f  oints  fixes  A,  E  j  foit  une  troifième  ligne  courbe  LM  telle 
qu  ayant  mené  pat  un  de  fes  points  quelconques  M  la  droite 

AN ,  décrit  du  centre  A  l'arc  de  cercle  MG,  ̂ tire  GQ^pa- 

rallele  k  ̂   perpendiculaire  fur  h'Q  .,  la  relation  des  efpaces 
EGQF(s),  ANB  (t),  è- des  droites  AM  ou  AG  (y), 
AN  (z),GQ  (u),  fait  exprimée  par  une  équation  quelcon- 

que. Il  faut  mener  d'un  point  donné  }A  fur  la  courbe  LM  la 
tangente  M  T. 

Après  avoir  mené  la  droite  -^T'/l/perpendiculaire  ̂ vtrAMN, 
foit  imaginé  une  autre  droite  j4mn  infiniment  proche  de 

AMN^ww  autre  arc  wg, une  autre  perpendiculaireg^,6c  dé- 
crit du  centre^  le  petit  arc  A^5;  on  nommeralesfoucangcn- 

tes  données  JH.,a;  GK-,  ̂ ;  &  on  aiwz  Rm  ou  Gg=^  dy ., 
S«  =  d^;  les  triangles  ferablables  H  AN  &:  Nin,  KG^ 

Eij  • 

i7. 
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&50f,  donneront auffi5iV=  ^,  Of  =  — ^«  =  "-p^, 

G^%=^ds  —  ud)i,y4NnonAN>^  {NS  =  —  df^\ 
adz^  On  merrra  toutes  ces  valeurs  dans  la  différence  de 

l'equarion  donnée,  ôil'on  en  formera  une  nouvelle, d'où 
l'on  tirera  une  valeur  de  a's^^en  dy.  Or  à  caufe  desTëileurs 
&destriangles(emb!ables^iV"^&;^A/ii;,»2iî/W&Aiy4'r, 

on  trouve  AN  (z^) .  A  M  (y)  :  :  NS  (~)  .MR  =  "-^. 

Et  mR  (dy)  .  RmC-^)  ::  A  M  (y) .  AT  =  ̂ ^  Si 

donc  l'on  met  dans  cette  formule  à  la  place  de  dx^  (à  va- 
leur en  dy,  les  différences  fe  détruiront ,  &;  la  valeur  de 

la  foutangente  cherchée  ̂ ^3" fera  exprimée  en  termes  en- 
tièrement connus.  Ce  qu'il  falloir  trouver. 

Exemple     I. 

4^'  b  o  iT  fiy  —  s  =  z^z^ —  ?,  dont  la  différence  eft  udy 
-t-ydu  —  ds  =  2Z,dz^ — dt,  ce  qui  donne  (  après  la  lubfti- 

tiition  faire)  ̂         4Wv-Wy    g^       mettant  cette  va- 

leur  dans^,  on  trouve  ̂ r=  "^^'f -;'""". 

Exemple     II. 

4i'  o  o  I  T  ;  =  2jf,  donc  ds  =  zdt ,  c'efl  à  dire  —  udy 

=  -ad^,  ou  ̂ ^=  4:,  &  partant  ̂ rCe^;  =  l. 
Si  la  ligne  .ff  iVeft  un  cercle  qui  ait  pour  centre  le  point 

./^j&pour  rayon  la  droite  ̂ ^  =  ̂ iV=f,  Scque/'^foic 
une  hyperbole  telle  que  G^fuJ  ==  2!  ;  il  eft  clair  que 
la  courbe  Z  Af  fait  une  iniinité  de  retours  au  tour  du  cen- 

tre^ avant  que  d'y  parvenir  [  puifque  l'efpace  FEG ^^ 
devient  infini  lorfquelepoint  G  tombe  en  ̂ ),  &quc^7' 

=  —-.  D'où  l'on  voit  que  la  raifon  de^A/à^T'eftcon- 

ftanteiSc  partant  que  l'angle  ̂ MT'eft  par  tout  le  même. 
La  courbe  LM^^  appellce  en  ce  c^s  Logarithmique 

fuirais. 
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Proposition       XIV. 

Problême. 

43*  j  o  I  E  N  T  fur  un  même  plan  deux  courbes  quelconques  Fio.  zS. 

AMD,  BMC  qui  fe  touchent  en  un  point  M,  d"  foi  t  fur  le 

flan  de  la  courbe  ̂ lAC  un  point  fixe  L.  Si  l'on  con(^oitàpre- 
fentquela  courbe  BMC  roule  fur  la  courbe  AMD  f»  .f/  appli- 

quant continuellement  en  forte  que  les  parties  révolues  A  M,  BM 
foient  toujours  égales  entre  lies  J  ilefl  vifîble  que  le  plan  BMC 
emportant  le  point  L,  ce  point  décrira  dans  ce  mouvement  une 

efpece  de  roulette  I L  K.  Cela  pofé ,  je  dis  que  fi  l'on  mené  dans 
chaque  différente  po fit  ion  de  la  courbe  BMC  (^i^«  point  décri- 

vant L  au  point  touchant  M  )  la  droite  LM  j  elle  fera  perpen- 
diculaire a.  la  courbe  I L  K . 

Car  imaginant  fur  les  deux  courbes  jîMTl^  B  .W^  deux 
parties  Mm,  Mm  égales  entr'elles  Se  infiniment  petites,  on 
les  pourra  confidérer*comme  deux  petites  droites  qui  font  *  -^rt.  j. 
au  point  M  un  angle  infiniment  petit.  Or  afin  que  le  pe- 

tit côté  Mm  de  la  courbe  ou  poligonc  j5  A^C  tombe  /ur  le 
petit  côté  Mm  du  poligone  ÀMD,  il  faut  que  le  point  L 
décrive  autour  du  point  touchant  yW  comme  centre  un 
petit  arc  Ll.  11  eftdonc  évident  que  ce  petit  arc  fera  par- 

tie de  la  courbe /ZK'i  &par  conféquentque  la  droite  AfZ, 
qui  lui  eft  perpendiculaire,  fera  auiïî  perpendiculaire  fur 

la  courbe  JLK  au  point  L.  Ce  qu'il  falloit  prouver. 

Proposition     XV. 

Problcme. 

44'  O  o  I  T  KK  angle  ré  cl  i  ligne  quelconque  M  LN ,  dont  les^^°-  ̂ 7- 
cotés  LM,  LN  touchent  deux  courbes  quelconques  AM  ,  BN. 

Si  l'on  fait  gliffer  ces  cbtésautour  de  ces  courbes ,  en  forte  qu  Us 
les  touchent  continuellement i  ilefl  clair  que  le  fommet  L  dé- 

crira dans  ce  mouvement  une  courbe  ILK.  Il  efi  queflion  de 

mener  une  perpendiculaire  "LQ,  fur  cette  courbe  ̂   la  pofition  de 
l'angle  MLN  étant  donnée. 

Eiij 
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Soit  décrit  un  cercle  qui  paiïè  par  le  {ômmet  Z ,  &  par 

les  points  touchans  Af,  Ni  foit  menée  par  le  centre  C  de 

ce  cercle  la  droite  CL  :  je  dis  qu'elle  fera  perpendiculaire à  la  courbe 7Z/C. 

Car  confidérant  les  courbes  ̂ M,  BN comme  des  poli- 

gones  d'une  infinirëde  côtés  tels  que  Mm,  TVm  il  eft  ëvi, 
dent  que  Ci  l'on  fait  glifJer  les  cotés  ZM,  LN,  de  l'angle  re- 
éliligne  MLN,  qu'on  fuppofe  demeurer  toujours  le  même, 
autour  des  points  fixes  Âf,  N,  (  on  confidereles  tangen- 

tes LM,  LN  comme  la  continuation  des  petits  cotés  Mf, 

Ng]  jufqu'à  ce  que  le  côté  LM  de  l'angle  combe  fur  le 
petit  côté  vWwdupoligone  y4M.  6c  l'autre  côté  /.7/fur  le 
petit  côté  Nn  du  poligone  BNi  le  fommet  L  décrira  une 

petite  partie  Z/de  J'arcde  cercle  MLN ,  puifque  par  la 
conftruclion  cet  arc  ell  capable  de  l'ani^le  donné  MLN. 
Cette  petite  partie  Ll  fera  donc  commune  à  la  courbe 

/Z/C5&parconfequentladroiteCZ,qui  lui  eft  perpendi- 
culaire, fera  aulîi  perpendiculaire  fur  cette  courbe  au 

point  Z.  Ce  qu'il  falloit  démontrer. 
Proposition      XVI. 

Problême. 

FiG.  30.  45'  o  O  I  T  ABCD  une  corde  parfaitement  flexible  a,  U' 
quelle  foient  attachés  diffèrens  poids  A,  B,  C,  ̂ c.quiayent 

entr'eux  tels  intervales  AB,  BC,  (^f.  que  l'on  voudra.  Si  l'on 

traîne  cette  corde  fur  un  plan  horizontal  par  l'extrèmitè'D ,  le 
long  d'une  courte  donnée  DP;  //  eft  clair  que  ces  poids  fe  dif- 

fo feront  en  forte  qu'ils  feront  tendre  la  corde ,  d"  qu'ils  décri- 
ront enfuite  des  courbes  hU.,  BN,  CO,  &c.  On  demande  la 

manière  d'en  tirer  les  tangentes  ,  lapofitiondc  la  corde  K^CD 
étant  donnée  avec  la  grandeur  des  poids. 

Dans  le  premier  inftant  que  l'extrémité  B  avance  vers 
F,  les  poids  v^,  B.,  C,  décrivent  ou  tendent  à  décrire  autant 

de  petits  côtés  ̂ a.,  Bb,  Ce  des  poligones  qui  compofent  les 

courbes  y^M,  BN,  CO  5  &  par  confcquent  il  ne  faut  pour 

en  mener  les  tangentes  ̂ ^,  BG,  CK ,  que  déterminer  la 
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direAion  des  ̂ o\às  y4,B,C  dans  ce  premier  inftanr,c'eftà 
dire  la  pofition  des  droites  qu'ils  tendent  à  décrire.  Pour  la 
trouver,  je  remarque 

1°.  Que  le  poids  A  eft  tiré  dans  ce  premier  inftant  fui- 

vant  la  diredion  .AB,  èc  comme  il  n'y  a  aucun  obftacle  qui 
s'oppofe  à  cette  direction,  puifqu'il  ne  traîne  après  lui  au- 

cun poids,  il  la  doit  fuivre  ;  Ôc  partant  la  droite  ..^B  fera 
îa  tangente  en  ̂ 4  de  la  courbe  ̂   M. 

1°.  Que  le  poids I]  efl:  tiré  fuivant  la  diredion  SC>  mais 

parcequ'il  traîne  après  lui  le  poids  ̂   qui  n'eft  pas  dans 
cette  direcliion ,  &  qui  doit  par  confequent  y  apporter 

quelque  changement,  le  poids  B  n'aura  pas  fa  direction 
fuivant  BC,  mais  fuivant  une  autre  droite  BG,  dont  il  faut 
trouver  la  pofition.  Ce  que  je  fais  ainfi. 

Je  décris  fur  BC  comme  diagonale  le  rédangle  EF, 
donc  le  côté  BF  eft  fur  AB  prolongée,  &  fuppofant  que 

la  force  avec  laquelle  le  poids i?efb  tiré  fuivant  BC,  s'ex- 
prime par  BCi  il  eft  vifible  par  les  règles  de  la  Mécani- 

que, que  cette  force  BC  fe  peut  partager  en  deux  autres 

BEècBF,  c'eftàdire  que  le  poids  B  étant  tiré  fuivant  la 
diredion  ̂ C  par  la  force  i^C,  c'eft  la  même  chofe  que 
s'il  étoit  tiré  en  même  temps  par  la  force  BE  fuivant  la  di- 

rection BE ,  &c  par  la  force  BF  fuivant  la  direction  BF. 

Or  le  poids  ̂   ne  s'oppolè  point  à  la  direttion  BE ,  puil^ 
qu'elle  lui  eft  perpendiculaire  ;  &  par  confequent  la  for- ce^ fi  fuivant  cette diredion  demeure  toute  entière:  mais 

il  s'oppofe  avec  toute  fa  pefanteur  à  la  direction  BF.  Afin 
donc  que  le  poids  ̂   avec  la  force  BF  vainque  la  réfiftance 
du  poids  ̂  ,  il  faut  que  cette  force  fe  diftribue  dans  ces 

poids  à  proportion  de  leurs  mafles  ou  grandeurs  :  c'eft 
pourquoi  fi  l'on  divife  EC  au  point  G,  en  forte  que  CG 
foit  à  GE  comme  le  poids  A  au  poids  .ff  ;  il  eft  clair  que 
EG  exprimera  la  force  reûante  avec  laquelle  le  poids  S 
tend  à  fe  mouvoir  fuivant  la  diredion  J3F ,  après  avoir 
vaincu  la  réfiftance  du  poids  ̂ .  Il  eft  donc  évident  que 
]e  poids  B  eft  tiré  en  même  temps  par  la  force  BE  fuivanc 
la  diredion  BE ,  &  par  la  force  EG  fuivant  la  diredion 
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BF  ou  EC'j  &  partant  qu'il  tendra  à  aller  par  BG  avec  la 
force  BG:  c'eft  à  dire  que  BG  fera  fa  diredion,  &  par 
eonfcquent  tangente  en  B  de  la  courbe  BN. 

3".  Pour  avoir  la  tangente  C/C,  je  forme  fur  CD  com- 
me diagonale  le  rëdangle  HI,  dont  le  côté  C/ell  fur^C 

prolongée;  &  je  vois  que  le  poids  B  ne  réfille  point  à  la 
force  (  /^Tavec  laquelle  le  poids  C  eft  tiré  luivant  la  di- 
redion  CH  ,  mais  bien  à  la  force  CI  avec  laquelle  il  eft 

tiré  fuivant  la  direâion  C/,  £c  de  plus  que  le  poids  ̂ ré- 
fifte  auffi  à  cette  force.  Pour  fçavoir  de  combien,  je  tire 
AL  perpendiculaire  fur  C^  prolongée  du  côté  de ^,&  je 
remarque  que  (î  ̂ ^^exprimc  la  forccavec  laquelle  le  poids 
./^ eft  tiré  fuivant  la  direclion^5,^Z  exprimera  celle  avec 
laquelle  ce  même  poids  ̂   eft  tiré  fuivant  la  direction  BC  i 
de  forte  que  le  poids  C  avec  la  force  CI  doit  vaincre  le 
poids  entier  i?,&c  de  plus  une  partie  dupoidsy^quieftà  ce 

poids  A  comme  BL  eft  à  BA^  ou  BF  à  BC.    Si  donc  l'on 
fait  B  -»-  ̂ ^^^  .C::r>K.  KH,  il  eft  clair  que  CK  fera 

'la  direction  du  poids  C  ,  &  par  conféquent  la  tangente 
en  C  de  la  troifieme  courbe  CO. 

Si  le  nombre  des  courbes  ëtoit  plus  grand,  on  trouve- 
roit  de  la  même  manière  la  tangente  de  la  quatrième,  cin- 

quième ,  &c.  Et  fi  l'on  vouloit  avoir  les  tangentes  des 
courbes  décrites  par  les  points  moyens  entre  les  poids, 

on  les  trouveroit  par  l'art.  36. 

Section 
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Section    III. 

IJfage  du  calcul  des  différences  pour  trouver  les  plus 

grandes  &'  les  moindres  appliauèes^oufe  réduifent 
les  quefiions  De  maximis  &  minimis. 

D  E'  F  I  N  I  T  I  o  N      I. 

S  Oit  une  ligiiecourbs  ATDiVf  donc  les  appliquées/' il/,  Fig.  ji. 

ED ,  PM  foienc  parallèles  entr'elles  ;  ôc  qui  foi:  telle  y- 
que  la  coupée  ̂ T'croilTanc  continuellement,  l'appliquée  >;• 
FM  croiOè  auiïî  jufqu'à  un  certain  point  i?,  après  lequel  '+' 
elle  diminue  ;  ou  au  contraire  qu'elle  diminue  jufqu'à  un 
certain  point  £,  après  lequel  elle  croiiïe.  Cela  pôle, 

La  ligne  EB  fera  nommée  la  plus  grande  ou  la  moindre 

appliquée. 
D  e'f  I  n  I  t  I  o  n    II. 

Si  l'on  propofe  une  quantité  telle  que  PM ,  qui  fois 
compofée  d'une  ou  de  plufieurs  indéterminées  telles  que 
^/'j  laquelle ^PcroifTant  continuellement, cette  quan- 

tité PM  croifle  auffi  jufqu'à  un  certain  point  E  ,  après  le- 
quel elle  diminue,  ou  au  contraire  ;  &  qu'il  faille  trouver 

pour  AP ,  une  valeur  AE  telle  que  la  quantité  ED  qui  en 
eft  compofée  ,  foit  plus  grande  ou  moindre  que  toute  au- 

tre quantité  PM  fembJablement  formée  de  AP.  Cela 

s'appelle  une  queftion  De  maximis  ̂   minimis. 

Proposition    g  e' ne' râle. 

4"*  J_-(A.  nature  de  la  ligne  courbe  MDM  étant  donnée '% 

trouver  pour  AP  une  valeur  AE  telle  que  l'appliquée  ̂ 'Q  foit 
la  plus  grande  ou  la  moindre  de  fes  jemhlahles  PM. 

Lorfque^/'croiffiint,  /'A/croîtauffî;  il  eftévident*que    '^  An.%\ 
fa  différence  Rm  fera  pofitive  par  rapport  à  celle  de  AP  'j  lo. 

6c  qu'au  concrairelorfque/'/k?diminuc,lacoupéex^/'croir. 
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iànc  toiijoun,  fa  difFcrence  fera  négative.  Or  toute  quan- 
tité qui  croît  ou  diminue  continuellement,  ne  peut  deve- 

nir de  pofitive  négative,  qu'elle  ne  pafTe  par  l'infini  ou 
par  le  zéro  j  fi^avoir  par  le  zéro  lorfqu'elle  va  d'abord  en 
diminuant,  &c  par  l'mfini  lorfqu'elle  va  d'abord  en  aug- 

mentant. D'où  il  luit  que  la  différence  d'une  quantité  qui 
exprime  un  plus  grand  ou  un  moindre ,  doit  être  égale  à  zéro 

ou  à  l'infini.  Or  la  nature  de  la  courbe  MU  M  étant  don- 

*Se^.T,.oMx.  née,  on  trouvera* une  valeur  de  Rm,  laquelle  étant  éga- 
lée d'abord  à  zéro,  de  enfiiite  à  l'mfini,  fervira  à  décou- 
vrir la  valeur  cherchée  de .^^£  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces 

fuppofitions. 
R  E  M  A  R  QJJ  E. 

Fie. 31. 51.  47*  -L"^  tangenteen  D  eft  parallèle  à  l'axe  .^^^  lorfquc 
la  diiîcience  X/«  devient  nulle  dans  ce  point;  mais  lord 

Fi«.  53.  34.  qu'elle  devient  infinie,  la  tangente  fe  confond  avec  l'ap- 
pliquée ED.  D'où  l'on  voit  que  la  raifon  de  »iR  à  RM,  qui 

exprime  celle  de  l'appliquée  à  la  foutangente,  eft  nulle  ou 
infinie  lous  le  point  D. 

On  conçoit  ailémencqu'une quantité, quidiminue  con- 
tinuellement, ne  peut  devenir  de  pofitive  négative  fans 

paflèrparle  zéro  ;  mais  on  ne  voit  pas  avec  la  même  évi- 

dence que  lorfqu'elle  augmente,  elle  doive  palTer  par  l'in. 
fini.  C'eft  pourquoi  pour  aider  l'imagination,  ioient  en- 

FiG.  31. 31.  tendues  des  tangentes  aux  points  Af,D,  M'-'  il  eft  clair  dans 
les  courbes  011  la  tangente  en  D  eft  parallèle  à  l'axe  ̂ B , 
que  la  foutangente  /'T'augmente  continuellement  à  me- 
fure  que  les  points  M ,  F  approchent  des  points  D,£  ;  ôc 
que  le  point  M  tombant  en  D  ,  elle  devient  infinie  ;  Se 

qu'enfin  lorfque  ̂ P  furpafle  ̂ E ,  la  foutangente  PTde-. 
*Art.io.   vient  "^^  négative  de  pofitive  qu'elle  étoit,  ou  au  contraire. 

Exemple      I- 

F16.5J.  4^'  Supposons  queAr'-t-/=rfxy (^.^^ /'=.«■,  T'A/"  =j/, 
^^  =  ̂ /j  exprime  la  nature  de  la  courbe  AfDAf.  On  aura 

en  prenant  les  difFérences  jxxdx  h-  ̂ ^ydy  =  axdy  ■+■  aydx. 
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&</^  =  i>l^^^i^=  0  lorfque  le  point  P  tombe  fur  le 

point  cherchées,  d'où  Ton  tirej/=  —  ;  &fLrDfl:itiianc cet- 

te valeur  à  la  place  de^  dans  l'équation  a;'  '^-y'=axy,on 

trouve  pour  ̂ E  une  valeur  x  =  \'>y/^  telle  que  l'appli- 
quée £Z)  fera  plus  grande  que  toutes  ks  femblables  PA^f. 

Exemple     II. 

■49'  o  o  I  r  f  —  a  =  a^  xa —  x^,  l'équation  qui  expri-  Fig.  33. 
mêla  nature  de  la  courbe  ilfDAf.  On  aura  en  prenant  les 

difFércnces,  dv  =  —  -^;-Jr=:que  i'éçrale  d'abord  à  zéro. 

mais  parceque  cette  fuppofition  me  donne  — 2dx^a^=o 

qui  ne  peut  faire  connoître  la  valeur  de  y^£,  j'égale  eniuire 

—f'-~-~~: à  l'mfini.cequi  me  donne  ;J  i  — x  =o;d'où  l'on 
tire  x  =  a ,  qui  eft  la  valeur  cherchée  de  AE. 

Exemple    III. 

J.o.  301T  une  demie  roulette  accourcie^yl//',  dont  la  Fig.  3t. 
bafe  i?f'eft  moindre  que  la  demi- circonférence  v^iV^  du 
cercle  générateur  qui  a  pour  centre  le  point  C.  Il  faut  dé- 

terminer le  pomt  £  fur  le  diamètre  ̂ .ff,  en  forte  que  l'ap- 
pliquée ED  foit  la  plus  grande  qu'il  cft  pofTible. 

Ayant  mené  à  difcretion  l'appliquée  PAf  qui  coupe  le 
demi-cercle  en  iV,  on  concevra  à  l'ordinaire  aux  points 
ikf, TV,  lespetits  triangles  Mii;?«,  NSn,  Scnommant  lesin- 

déterminées  ̂ T»,  x-,  PN,  j^i  l'arc ^iV,  «;  &.  les  données 

ANB,a\EF.,b>  CAoxiCN^c'yVon  aura  par  la  propriété 
de  la  roulette  ANB  (a)  .  BF  (b)  -.  .•  A2^  (u) .  NM=  ^ . 

J>oncPM=K-^-,&cfâ  différence  R>n  =  '"^^-^^''"'=  0 

lorfque  le  point  /"tombe  au  point  cherché  E.  Or  les  trian- 

gles rédangles  NSn,  NPC  font  femblables  ;  car  fi  l'on  ôte 
àcs  angles  droits  CNn ,  PNS  l'angle  commun  CNS,  les 
leftes  SN/i,,PNC  feront  égaux.  Et  partant  QN (c)  .  QP- 

F  ij 
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(c  —  X  )  ::  2V«  (du) .  Sn  fdz,J  =  "  "  ~  ̂  '' .  Donc  en  met- 
tant cette  valeur  à  la  place  de  dx  dans  adz^  •+■  bdu  ̂ ^  o , 

on  trouvera   —   =o,  a  ou  1  on  tirera  x  (  qui 

efl:  en  ce  cas  ̂ £  y  =  f  -<-  *' . 

Il  eft  donc  évident  que  Ci  l'on  prend  CE  du  côté  de  B 
quatrième  proportionnelle  à  la  demi-circonfcrencc^iV^, 

à  la  bafe  BF,  èi.  au  rayon  CB,  le  point  £  fera  celui  qu'on cherche. 
Exemple     IV. 

FiG.  3^.  JI.  V--  o  u  p  E  R  la  ligne  donnée  ̂ B  en  un  point  E ,  en 

force  que  le  produit  du  quarré  de  l'une  des  parties  ̂ i?  par 
l'autre  EB^  foie  le  plus  grand  de  tous  les  autres  produits formes  de  la  même  manière. 

Ayant  nommé  l'inconnue  y^£,xj  &  la  donnée  ̂ B,  a  j 
on  aura  ̂ £'  X  EB  =axx  —  x',  qui  doit  être  un  plus  grand. 
C'eft:  pourquoi  on  imaginera  une  ligne  courbe  A4T)M., 
telle  que  la  relation  de  l'appliquée  MF  (y)  à  la  coupée 

AP  (x)  foie  exprimée  par  l'équation  j  =  "'"'  ,&  on 

cherchera  un  point  E  tel  que  l'appliquée  ED  foie  la  plus 

grande  de  toutes  fes  femblables  PM'->  ce  qui  donne  dy 
=   ■   =:=  0 ,  d  ou  1  on  nre  AE  M  =  y  a. 

Si  l'on  veut  en  général  que  x'^  x  a^^x"  foie  un  plus  grand 
fm&Cn  peuvent  marquer  tels  nombres  qu'on  voudra),  il 
faudra  que  la  différence  de  ce  produit  foie  égale  à  zéro 

ou  al  mhnijCe  qui  donne  wj;  dxxa — x  —  na  —  x 

dx  X  a;™=  0,  d'où  en  divifantpar  a;"'~'  x  a~— x"~^dx,\'on 
tire  am  —  mx  —  nx  =^o  ^  êc  yîE  (x)  =  -^^  ̂  «  ̂' 

Si?w  =  3,&«  =  —  /,  l'on  aura^£:  =.3^,6:  il  faudra 
alors  énoncer  le  Problême  ainfi. 

Fie.  37.     Prolonger  la  ligne  donnée  v^/?  du  côté  de  ̂   en  un  point 

B,  en  forte  que  la  quantité  ~  foit  un  moindre  ,  6c  non 

pas  un  jilus, grandi  car  l'équation  à  la  courbe  MDMkï\ 
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-~r^  =)>,  dans  laquelle  fi  l'on  fuppofeAr=rf,  l'appliquée 

JPM  qui  devient  BC  fera  y  ,  c'eft  à  dire  infinie  ;  &  fuppo. 

fane  a:  infinie,  l'on  3L\iï3.y=x,  c'eftà  dire  que  l'appliquée fera  auffi  infinie. 

Si  w=i',&;/2  =  —  2,  l'on  aura  ̂ £==  —  a;  d'où  il  fuie 
que  l'on  doit  énoncer  le  Problême  alors  en  cette  forte. 

Prolonger  la  droite  donnée  ̂ JB  du  côté  de  y4  en  un  Fie.  jS. 

point  E ,  en  lorte  que  la  quantité     ̂ ^i     loit  plus  gran- 

de que  toute  autre  quantité  femblablc   t 

AP  y  AB 

Be-
 

Exemple     V. 

5^'  J^A  ligne  droite  AB  étant  divifée  en  trois  parties  Pis,  if. 
AC ,  CF,  FB>  il  faut  couper  fa  partie  du  milieu  CF  au 
point  £,  en  forte  que  le  rapport  du  réâ:angle.^£x  EB  au 
rédangle  CE  x  EF  foit  moindre  que  tout  autre  rapport 
formé  de  la  même  manière. 

Ayant  nommé  les  données ^C,  a;  CF^bi  CB ,  c;  ôc 

l'inconnue  CE,  xi  l'on  aura^£  =  ̂   -*-  x  ,  EB  =c  —  x, 
EF=^h  —  X ,  &  partant  le  rapportde^£x£i?àC£  x  EF 

fera  ''^'^"'~''^~~'"'  oui  doit  être  un  moindre.  C'eft  pour- 

quoi  Ç\  l'on  imagine  une  ligne  courbe  MB  M,  telle  que  la 

relation  de  l'appliquée  PM{y)  à  la  coupée  CP  [x]  foie 

exprimée  par  réquation;'=  -  "^"I^'Z^^"^^''»  laqueC 
tion  fe  réduit  à  trouver  pour  a:  une  valeur  CE  telle  que 

l'appliquée  ED  foit  la  moindre  de  toutes  fes  femblables 
PM.  On  formera  donc  (  en  prenant  les  différences ,  &  ài- 

vifànt  enfuire  par  Wa;  )  l'égalité^ArA;  —  axx —  hxx-^ zacx 
—  abc  =  o ,  dont  l'une  des  racines  réfout  la  qucftion. 

Si  f  =<î  -t-  ̂ ,  l'on  aura  .«  =  i-^. 
Exemple    VI. 

J5*  t-NTRE  tous  les  Cônes  qui  peuvent  être  infcrits 

Fiij 
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dans  un  fphére,  déterminer  celui  qui  a  la  plus  grande  fur- 
face  convexe. 

FiG.  40.  La  queftion  fe  réduit  à  déterminer  fur  le  diamètre  AB 

du  demi-cercle^/^  le  point  E,  en  forte  qu'ayant  mené 

la  perpendiculaire  £i^,  &  joint  ̂ F,  le  rectangle  ̂ /'xj'£ 
foit  le  plus  grand  detousfesfemblables^A'"x  NP.  Car  fi 
l'on  conçoit  que  le  demi-cercley^/"^fafle  une  révolution 
entière  autour  du  diamètre  y^B ,  il  eft  clair  qu'il  décrira 
une  fphére,  2c  que  les  triangles  rectangles  AEF,  AP2^ 
décriront  des  cônes  infcrits  dans  cette  /plicre,  dont  les 

furfaces  convexesdécrices  par  les  cordes  AE ,  A7>!.,  feront 

entr'elles  comme  les  rectangles  AF  x  FE ,  AN  x  NP. 
Soitdonc  l'inconnue ^£"=  a:,  ladonnée^^^  =  a,  on 

aura  parla  propriété  du  cercle  ̂ F=^  Vax^EF=y/ctx  —  xx; 

&:partantv^Jx  J'£=V<<^'!'.x  —  ax'  qui  doit  être  un //a^ 
grand.  C'eft  pourquoi  on  imaginera  un  ligne  courbe  iVfDiW 

telle  que  la  relation  de  l'appliquée  PM  (/)  à  la  coupée 

\AP  [x)  foit  exprimée  par  l'équation  l^~~-^r=.  y  ;  Se 

l'on  cherchera  le  points,  en  forte  que  i':i:^pKjueei:'D  foie 

plus  grande  que  toutes  fes  femblables7^/V;.  On  aura  donc 
,        ,.„,  laxiix — t,xxdx  j)     \    I. 

en  prenant  la  ditterence-— =^-   r-  =  0 ,  d  ou  1  on  tire 

AE  {x)—^a. 
Exemple      VII. 

54'  On  demande  entre  tous  les  Parallélépipèdes  égaux 
à  un  cube  donné  a\  de  qui  ont  pour  un  de  leurs  côtes  la 
droite  donnée  i,  celui  qui  a  la  moindre  fuperficie. 

Nommante:  un  des  deux  côtés  que  l'on  cherche,  l'au- 
tre feraf^î  ôc  prenant  les  plans  alternatifs  des  trois  côtés 

h ,  X,  "~  du  parallélépipède,  leur  fomme  fçavoir^A:-+-  "- 

-t-  '^  fera  la  moitié  de  fa  fuperficie  qui  doit  être  un  moin- 

dre. Ceft  pourquoi  concevant  à  l'ordinaire  une  ligne 

courbe  qui  ait  pour  équation  -^  -+-  ̂'  -^-  r  =/.  ''°"  '^°^^ 
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vcra  en  prenant  la  diflFtirencc  -^  —  -;r~=  °>  ̂'^^^  ̂ '^^ 

t\xe xx  =  j-,  &  X  ̂ ^'^i  '  de  force  que  les  trois  côtés  du 

parallélépipède  qui  fatisfaic  à  la  queftion ,  feront  le  pre« 

mieri,  le  fécond  V"^,  Se  le  troifiéme  V^.  D'oii  l'on  voit 

que  les  deux  côtés  que  l'on  cherchoit ,  font  égaux  en- tr'eux. 

Exemple     VIII. 

5 S'  vyN  demande  préfentement  entre  tous  les  Parallé-  Fis,  41. 
lepipedes  qui  font  égaux  à  un  cube  donné  <«',  celui  qui  a 
la  moindre  fuperiicie. 

Nommant  x  un  des  côtés  inconnus,  il  cfl  clair  par  l'e- 
xemple précédent,  que  les  deux  autres  côtes  feront  cha- 

cun v'j^j  &  partant  la  fommc  des  plans  alternatifs  qui 
efl  la  moitié  de  la  fuperficie,  fera  f-t-Wa^x  qui  doit  être 

un  moindre.    C'eft  pourquoi  ia  différence  — -^-^-^y-r 

=  0,  d'où  l'on  tire  a;  =  .«  5  &  par  conféquent  les  deux 
autres  côtes  feront  auffi  chacun  =^i  de  forte  que  le  cube 
même  donné  fansfait  à  la  queflion. 

Exemple     IX. 

56.  La  ligne  ̂ £^étantdonnée  de  pofition  fur  un  plan  ̂^°-  +'" 
avec  deux  points  fixes  C,  Fi  Se  ayant  mené  à  un  de  fcs 
points  quelconques  P  deux  droites  CP  (u) ,  PF  fz^)i  foie 
donnée  une  quantité  compofée  de  ces  indéterminées  s 

&  ̂ ,  ôc  de  telles  autres  droites  données  a,  b,  &c.  qu'on 
voudra.  On  demande  quelle  doit  être  la  pofition  des  droi- 

tes C-Ë,  EF,  afin  que  la  quantité  donnée ,  qui  en  efl:  com- 

pofée, foit  plus  grande  ou  moindre  que  cette  même  quan- 

tité lorfqu'elle  eft  compofée  des  droites  C/*,  PF. 
Suppofons  que  les  lignes  CE.,  EF  ayenr  la  pofition  re- 

quife  j  6c  ayant  joint  CF.,  concevons  une  ligne  courbe  DM 

telle  qu'ayant  mené  à  difcrétion/'^Af  perpendiculaire  fur 

CJ,  l'appliqué  ̂ JVf  exprime  la  quantité  donnée  :  il  efl  clair 



48  Analyse 

que  le  point  P  rombanc  au  point  £,  l'appliquée  ̂ QJ^  qui 
devient  OD,  doit  être  la  moindre  ou  la  plus  grande  de  ton. 
tes  Çqs  fcmblables.  11  faudra  donc  que  fa  différence  foit 

alors  égale  à  zéro  ou  à  l'infini  :  c'efl  pourquoi  fi  la  quan- 
tité donnée  eftpar  exemple ^a-t- 2;^^,  l'on  aura  Wa  --r  zz^z^ 

=  0,  &  par  conféquent  au.  —  dz^-.rzi^.  a.  D'où  l'on  voie 
déjà  que  fl'2;;^doit  être  négative  par  rapport  à  du  >  c'efl  à 
dire  que  la  pofition  des  droites  CE,  EF  doit  être  telle  que 
«  croifîànt,  ̂ diminue. 

Maintenant  fi  l'on  mené  £G  perpendiculaire  à  la  ligne 
^£Z?,  &:d'un  de  fcs  points  quelconques  G  les  perpendicu- 

laires GZ,  G/ fur  C£,  £i^;&  qu'ayant  tiré  par  le  point  épris 
infiniment  près  de  £,  les  droites  C/vV,  FeH.,  on  décrive  des 
centres  C,  F  les  petits  arcs  de  cercle  EK,  EH  ;  on  formera 
les  triangles  rcclangles  ELGôi.  ELc ,  EIG  Se  EHc,  qui  fe- 

ront femblables  encr'eux  ;car  Çi  l'on  ôte  des  angles  droits 
G£f,  ZfiA'lemèmeanglc  Z£é-,  les  reflcs  Z£G,  A'£? feront 
égaux  ;  on  prouvera  de  même  que  les  angles  JEG.,  HEe 

feront  égaux.  On  aura  donc  G L .  GJ  :  :  Ke  (du) .  He  ( —  dz.) 

::z7^.a.  D'où  il  fuit  que  la  pofition  des  droites  Ci;,  ̂ pdoic 
être  telle  qu'ayant  mené  la  perpendiculaire  EG  fur  la  ligne 
^£^i le  finus GL  de  l'angle  GiCfoit  au  fînus  G/ de  l'angle 
GEF,  commes  les  quantités  qui  multiplient  dz^hnti  cel- 

les qui  multiplient  du.  Ce  qu'il  falloit  trouver. 
COROLLAI   RE. 

57'  Oi  l'on  veut  à  prcfent  que  la  droite  CE  foit  don- 
née de  pofition  &  de  grandeur,  que  la  droite  ̂ jp  le  foit  de 

grandeur  feulement,  fc  qu'il  faille  trouver  fa  pofition,  il 
efl:  clair  que  l'angle  GEC  étant  donné ,  fon  finus  GL  le  fera 

aufîi,  &  par  conféquent  le  finus  G/ de  l'angle  cherché 
GEF.  Donc  fi  l'on  décrit  un  cercle  du  diamètre  £G,  &que 

l'on  porte  la  valeur  de  GI  fur  fa  circonférence  de  G  en  /j 
la  droite  EF  qui  pafTe  par  le  point  /  aura  la  pofition  re- 

quife. Soit  au  -+■  ̂ ^la  quantité  donnée  ;  on  trouvera  GI  = 

^—^  i  d'où  l'on  voit  que  quelque  longueur  qu'on  don- ne , 
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ne  à  £C  6c  à  £i^,  la  pofirion  de  cette  dernière  fera  tou- 

jours la  même,  puifqu'elles  n'entrent  point  dans  la  valeur 
de  G/,  qui  par  confequent  ne  change  point.  ̂ \  a  =  b.,  il 
eft  clair  que  la  pofirion  de  EF  doit  être  fur  CE  prolongée 
du  côté  de£;  puifque  GL  =GI -,  lorfque  les  points  C,  F 

tombent  de  part  &  d'autre  de  la  ligne  AEB  :  mais  lorf- 
qu'ils  tombent  du  même  côté,  l'angle  J'i-G  doit  être  pris  Fie.  41. 
égal  à  l'angle  CEG. 

Exemple     X. 

JO-  J_E  cqvcXq  AEB  étant  donné  de  pofition  avec  les    Fig.  4a. 
points  C,  F  hors  de  ce  cercle  ;  trouver  fur  fa  circonféren- 

ce le  point  E  tel  que  la  fomme  des  droites  CE ,  EF  foit  la 

moindre  qu'il  efl:  poffible. 
Suppofant  que  le  point  E  foit  celui  que  l'on  cherche, 

de  menant  parle  centre  O  la  ligne  0£G,  il  efl:  clair  qu'elle 
fera  perpendiculaire  fur  la  circonférence  ^EB  ;  &  partant 

*queIesangles7^£G,  C£Gferontégauxcntr'eux.  Si  donc  *^n,$y, 
l'on  mené  EH  en  forte  que  l'angle  EHO  foit  égal  à  l'an-  ' 
g!e  CEO ,  &  de  même  EK  en  forte  que  l'angle  EKO  foit 
égal  à  l'angle  FEO,  Se  les  parallèles  ED,  EL  à  OF,  OC  i 
on  formera  les  triangles  femblables  OCE  èc  OEH,  OFE  &c 
OEK.,HDES<KZEiSiennomma.ntlesconnuesOEouOA 
ouOB,a;  OC^bi  OF,  ci  &  les  inconnues  OD  ouZ£,  x  ; 

Z)£  ou  OZ ,/  5  l'on  aura  0H=  ̂ ,0K~~,  Se  HD 

(K—^).T)E  (y)  ::  KL  {y—~).  LE  (xj.  Donc 

XX  —  ̂ !^z=yy — "-^^  qui  efl:  une  équation  à  une  hyper- 

bole que  l'on  confl:ruira  facilement ,  &  qui  coupera  le  cer- 
cle  au  point  cherché  £, 

Exemple     XL 

59-  vJn  voyageur  partant  du  lieu  C  pour  aller  au  iieupiG.  43. 

J',  doit  traverfer  deux  campagnes  féparées  par  la  ligne 
droite  v4£^.  On  fuppofe  qu'il  parcourt  dans  la  campagne 
du  côté  C  l'elpace  a  dans  le  tenis  c.  Si.  dans  l'autre  du G 
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côté  de  F  l'efpace^  dans  le  même  tems  c  :  on  demande 
par  quel  point  £  de  la  droite  ̂ £/f  il  doit  paffer,  afin  qu'il 
employé  le  moins  de  tems  qu'il  efl:  poffible  pour  parve- 

nir de  C  en  F.  Si  l'on  fait  a.  CE  ru)::  r  . '-.Et  i>.£F 

(\.)  •■■•  '^ -'l  ■  Il  e/l  clair  que  — exprime  le  rems  que  le 
voyageur  employé  à  parcourir  la  droite  C£ ,  &  de  même 

que"!  exprime  celui  qu'il  employé  à  parcourir  EF  >  de 

forte   que  ̂ -t-"  doit    être    un   moindre.     D'où  il  fuiC 

^Art.  ̂ 6.  *  qu'ayant  mené  £G  perpendiculaire  fur  la  ligne  AJS  ;  le 
fînus  de  l'angle  GEC  doit  être  au  linus  de  l'angle  GEF , comme  a  cil  à  è. 

Cela  pofe,  Ci  l'on  décrit  du  point  cherché  E  comme  cen- 
tre de  l'intervalle  £C  le  cercle  CG/J,  &  qu'on  mene/ur  la 

droice.^££  les  perpendiculairesC^,/:?!),^^?,^;  fur  C£,£i? 

les  perpendiculaires  GZ,GJ;  l'on  aura  a .  b  ::  GL.GI.  Or  GL 
^=^E,?>iGI=:=  ED,  parceque  les  triangles  rédangles  GEZ 

S<.  EC^.G  E/ 1^  EHD  ionz  égaux  &lemblables  entr'eux, 
comme  il  efl:  facile  à  prouver.  C'ell:  pourquoi  fi  l'on  nom  me 

l'inconnue  .^i;,  a;  ion  trouvera  £D=-^^  :  Renommant  les 

connues ^^,/5  ̂ C,  g  J  BF,h'3  les  triangles  femblables 

EBF.,  ED  H  àonne-rovit  EJB  (f—  x  ) .  BF(h)  :  :  ED(^), 

TiH.= ^r^^^ .  Mais  à  caufe  des  triangles  rédangles^Z)//, 

jB^C,  qui  ont  leurs  hyporenufes  EH,  £Cégales ,  l'on  aura 
ED'^-^  OAr':=£^'^-+-^c  ,  c'eft  à  dire  en  termes  analyti- 
ques ,   -t — jr-   -r—r   =  xa;  -t-  ??  •■  De  lorte  que 

ôtantles  fradions,  &  ordonnant  enfuite  l'égalité,  il  vien- 
dra aax''  —  zaafx^  -v-  aaffxx  —  zaafggx  •+■  •^cff^'^  =  o. 

—  bb      -t-  zbbf     -t-  a'1%% 

-hbff 

~-  hbhh 

On  peut  encore  trouver  cette  équation  de  la  manière 

qui  fuit,  fans  avoir  recours  à  l'exemple  9. 
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Ayant  nommé  comme  auparavant  les  connues  ̂ B,fi 

y^C,  g  î  BF .,  hi  &  l'inconnue  AE  ,  a;  5  on  fera  a  .  CE 

(Vgg  -¥■  XX )  ::  c  .  ■'"^"'^ ^  "'^  ==  au  tems  que  le  voyageur 
employé  à  parcourir  la  droire  CE.  Et   de  même  b  .  EF 

tems  que  le  voyageur  employé  à  parcourir  la  droite  EF. 

Ce  qui  fera  '^'^^^  ̂^  _^  fV//  -  -f^  -v^jji^"  ̂   ̂   „„  ̂ ^^-^^ 

flV.  j  Se  partant  fa  différence -^^^^^  + —=^^^^^i^^:=^ 

=  o  j  d'où  l'on  tire  ,  en  divifànr  par  cdx  6c  en  ôtant  les  in- 
commenfurables,  la  même  égalité  que  ci  devant,  dont 

l'une  des  racines  fournira  pour  AE  la  valeur  qu'on  cher- che. 

Exemple     XII. 

oO-J^oiT  une  poulie  F  qui  pend  librement  au  bouc  Fie. 44. 
d'une  corde  CF  attaJiée  en  C,  avec  un  plomb  B  fuf- 
pendu  par  la  corde  DF B  qui  pafle  au  deffus  de  la  poulie 
F,  Se  qui  eft  attachée  en  ̂ ,  en  forte  que  les  points  C,  B 
font  firucs  dans  la  même  ligne  horizontale  CE.  On  fup- 

pofeque  la  poulie  Se  les  cordes  n'ayent  aucune  pefanceur; 
&  l'on  demande  en  quel  endroit  le  plomb  B  ou  la  poulie F  doir  s'arrêter. 

Il  eft  clair  par  les  principes  de  la  Mécanique  que  le 
plomb  B  defcendra  le  plus  bas  qu'il  lui  fera  poffible  ,  au 
deflbus  de  l'horizontale  CB'-,  d'où  il  fuit  que  la  ligne  à 
plomb  BFE  doit  être  un  plus  grand.  C'eft  pourquoi  nom- 

mant les  données  CF,  a;  BFB.bl  Cff,  ri  &  l'inconnue 

CE,  x;  l'on  aura  EF=^  \'aa  —  xx ,  FB  =  -^.Ta^  ce   2c  x 

iX.BFE-=b — Vaa-^cc  —  2Cx-k-  y/aa  —  xx  qui  doit  être 
un/'/a.fgy^Wi  &  partant  fa  difFérence— r- 

cdx  xdx 

0 ,  d'où  l'on  tire  2Cx^  —  2ccxx  —  aaxx  -t-  aacc  =  0  ,  8c 

Gij 
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divi/ant  parA?  — c,  il  vient  2cxx  —  aax  —  aac:=o  ,  dont 

l'une  des  racines  fournit  pour  CE  une  valeur  telle  que  la 
perpendiculaire  ED  paiTe  par  la  poulie  F  èclc  plomb  D 

lorsqu'ils  font  en  repos. 
On  pourroit  encore  réfoudre  cette  queftion  d'une  au- 
tre manière  que  voici. 

Nommant  £P,/;  BF,  z^i  l'on  aura  ̂   —  2;  -t-y  =  à  un 
flus  grandi  &  partant  dy  =:  dz^  Or  il  efl:  clair  que  la  pou- 

lie F  décrit  le  cercle  CFy4  autour  du  point  C  comme 
centre  ;  di  partant  fi  du  point /pris  infiniment  près  de  F, 

l'on  mené //J  parallèle  iCB,  S<.  fS  perpendiculaire  fiir 
JiF,  l'on  aura  FR=^dy^  &i.  FS  =^dz..  Elles  feront  donc 
égales  entr'elles  ;  &c  par  confequent  les  petits  triangles  ré- 
(ftangles  FRf,  FSf,  qui  ont  de  plus  l'hypotenufe  i/ com- 

mune, feront  égaux  &  femblables  ;  d'où  l'on  voit  que  l'an- 

gle RF/cà  égal  à  l'angle  SFf,  c'eft  à  dire  que  le  point  F 
doit  être  tellement  fitué  dans  la  circonférence  Fy4 ,  que 
les  angles  faits  par  les  droites  EF,  F B  fur  les  tangentes  en 

F  foient  égaux  entr'eux  ;  ou  bien  (  ce  qui  revient  au  même) 
que  les  angles  BFC,  BFC  foient  égaux, 

Cela  pofé,  fi  l'on  mené  FFI,en  forte  que  l'angle  FHC  foie 
égal  à  l'angle  CFB  ou  CFD;  les  triangles  CBF,CFH  feront 
femblables  ;  comme  auffi  les  triangles  réiîlangles  ECF.EFH, 

puifque  l'angle  Cf  £e(l:  égal  à  l'angle  Ff/£,étanc  l'un  6c  l'au- 
tre le  complément  à  deux  droits ,  des  angles  égaux  FHC^ 

CFD  i  5c  par  confequent  on  aura  CH-=^  ,&cH£  (x—  ̂ ). 

F.F  (y)  :  :  EF  (y)  .  EC  (x).  Donc  xx  —  ̂   r=yy  =  aa 

  XX  par  la  propriété, du  cercle ,  d'où  l'on  tire  la  même 

égalité  que  ci- devant. 

Exemple      XIïI. 

Fie.  45.  61.  L'ELEVATION  du  pole  étant  donnéc ,- trouvcr  Ic 
jour  du  plus  petit  crépu  feule. 
Soit  C  le  centre  de  la  fphére  ;  APTOBHS^^  méridien  ; 

Jf  Z)rfO  l'horifon  j  ̂̂ £f  r  le  cercle  crépufculaire  parallèle 
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àl'Iiorifon  ; /^iUA'^1  equaceur;  F £DGlà portion  du  pa- 
rallèle à  l'équateur,  que  décrit  le  Soleil  le  jour  du  plus 

pecic  crépulcule,  renfermée  encre  les  plans  de  rhoriron 

&du  cercle  crépufculairejx"  le  pôle  auftral ,  PEM,  t'D?T 

des  quarts  de  cercles  dedéclinaifon.  L'arc  HQyu  OT  à\x 
méridien  compris  entre  l'horifon  ti  le  cercle  crëpufcii- 
laire,6c  l'arc  OP  de  l'élévation  du  pôle  font  donnes;  & 
par  conféquent  leurs  finus  droits  Clou  FL  ou  ,S^'y  ̂   Of^. 
L'on  cherche  le  finus  CK  de  l'arc  £  A/  ou  DN  de  la  dccli- 

naifon  du  Soleil  lorfqu'il  décrit  le  parallèle  ED. 

S'imaginant  une  autre  portion/^^^  d'un  parallèle  à  l'é- 
qnateur ,  infiniment  proche  de  FEDG,  avec  les  quarts  de 
cercles  Fem.,  Pdni  il  eft  clair  que  le  temps  que  le  Soleil 

employé  à  parcourir  l'arc  £Z),  devant  être  un  moindre,  la 
différence  de  l'arc  A4N'c[ui  en  eft  la  memre ,  &  qui  de- 

vient mn  lorfque  ED  devient  cd ,  doit  être  nulle  ;  d'où  il 
fuit  que  les  petits  arcs  ̂ /^w,  iV«,  ëc  par  conféquent  les  pe- 

tits arcs  i??,  Sd,  feront  égaux  encr'eux  Or  les  arcs^f,  SD 
étant  renfermés  entre  les  mêmes  parallèles  ED,  ed,  font 
auffi  égaux,  &  les  angles  en  S  &<■  en  R  font  droits.  Donc  les 

petits  triangles  ré^Trangles  ERe,  DSd  {  que  l'on  confidére 
comme  réàilignes  *à  caufe  de  l'infinie  pecitefle  de  leurs*  ̂ ,-,,3. 
côtés), feront  égaux  Si  Semblables  ;  &:  par  conféquent  les 

hypotenufes  Ee,  Dd  feront  aulTi  égales  entr'elles. 

Cela  pofé,  les  droites  Z)G,  EF,dg,  ̂ /"communes  feeîlions 
des  plans  FEDG,fcdg  parallèles  à  l'équateur ,  avec  l'hori- 

zon &:  le  cercle  crépufculaire,  feront  perpendiculaires 

fur  les  diamètres  HO ,  ̂r,  puifque  les  plans  de  tous  ces 

cercles  font  perpendiculaires  chacun  fur  le  plan  du  méri- 

dien; Scies  petites  droites  Gg,  F/ feront  égales  entr'elles, 

puifque  les  droites  FGjg  font  parallèles.  Donc  v'5^—  Gg 

ou  DG  —  ig  =  '^Te' — Tf  oufe  —  FE.  Or  il  eft  clair 

par  ce  que  l'on  a  démontré  dans  l'article  50.  que  fi  l'on 
mené  à  difcrécion  dans  un  demi-cercle  deux  appliquées 

infiniment  proches,  le  petit  arc  qu'elles  renferment, fera 

Giij 
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à  leur  différence,  comme  le  rayon  efl:  à  la  coupée  depuis 
le  centre,  ce  qui  donne  ici  (  à  cauie  des  cercles  HDO ^ 

S^T)  CO  .  CG  :  :  Dd  ou  £e.DG  —  dg  ou  fi  —  f  £  .-  ;  /^ 
JF  ::  C0-^/j9ou  OA^.  CG -^ IF  oi\ G L.  Mais àcaufedes 

triangles  rédangles  femblables  CP^O,  CKG,  FLG,  l'on  aura 
CO .  CG  ::  or.  GK.  Et  GK .  GL  ::  CK  .FZoa  ^A'.  Donc 
OK.  CK  ::  OJT.  A^^:  AT^.  ̂ rHpar  la  propriété  du  cer- 

cle :  c'eftà  dire  que  Ci  l'on  prend  2^' pour  le  rayon  ou  fi- 

nus  total  dans  le  triangle  rectangle  .^A'H,  dont  l'angle 
J-rQ^'ei\ds  9  degrés,  parceque  les  Aitronomes  font  l'arc 
Jf^de  iS  degrés ,  l'on  aura  comme  le  finus  total  eft  à  la 
tangente  de  9  degrés,  de  même  le  (înuç  de  l'élévation  du 
pôle  eft  au  finus  de  ladéclinaifon  auftrale  du  Soleil  dans 

le  temps  du  plus  petit  crépufcule.  D'où  il  luit  que  fi  l'on 
ôte  0.8001875  du  logarithme  du  finus  de  l'élévation  du 
polcj  le  refte  fera  le  logarithme  du  finus  cherché.  Ce 

qu'il  falloit  trouver. 

4C^'
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Section    IV. 

"Vfage  du  calcul  des  différences  pour  trouver  les  points 

d'inflexion  cy  de  rebroujîement, 

CO  M  M  E  l'on  fe  fervira  dans  la  fuite  des  difFérences 
fécondes ,  troifiëmes,  &c.  il  efl:  néceffaire  d'en  don- 

ner une  idée  avant  que  d'aller  plus  loin. 
Définition    I. 

La  portion  infiniment  petite  dont  la  différence  d'une 
quantirc  variable  augmente  ou  diminue  continuellement, 
eu  appellee  la  différence  de  la  différence  de  cette  quantirc  , 

ou  bien  h  différence  féconde.  Amfi  fi  l'on  imagine  une  troi- 
/îéme  appliquée  nq  infiniment  proche  de  la  féconde  tnp  ,  pie_  .  ̂_ 
&  qu'on  mené  ;«6' parallèle  à  ̂^,&w/:f  parallèle  à  i?5i on  appellera  Hn  la  différence  de  la  différence  Rm,  ou  bien 
la  différence  fconde  de  PM. 

De  même  ii  l'on  imagine  une  quatrième  appliquée  of 
infiniment  proche  de  la  troifiéme  ?;^,  &  qu'on  mené  nT 
parallèle  à  AB,  6i  nL  parallèle  iST  ion  appellera  la  dif- 

férence des  petites  droites  Hn,  Lo,  ]ii  différence  de  la  diffé- 
rence féconde  ,  ou  bien  la  différence  troifiéme  AqPM.  Etainfi des  autres. 

Avertissement. 

On  marquera  dans  la  fuite  chaque  différence  par  un  nombre  de 

d  qui  en  exprime  l'ordre  ou  le  genre.  Par  exemple.,  on  marquera far  dd  la  différence  féconde  ou  du  fécond  genre  ;  par  ddd  ,  la 
différence  troiféme  ou  du  troifiéme  genre  ;  paràààdja  différen- 

ce quatrième  ou  du  quatrième  genre ,  ̂   de  même  des  autres. 
Ainfi ddy  exprimera  Fio;  dddy,  Lo  —  Hn  ou  Hn  —  Loj^f . 
^uantaux  puiffances  de  ces  différence  s  .,on  les  marquera  par  des 
chiffres  po/lérieurs  mis  au  deffus ,  coynme  l'on  fait  ordinairement 
celles  des  grandeurs  entières.  Par  exemple.,  le  quarré,  ou  le  cube 
de  ày  fera  ày\ou  àf-fie  quarré  ,ou  le  cube  de  dà^  fera  àdf  ,ou 
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àdy';  celui  de  ààày  fera  dddy",  ou  dddy'5  Celui  de  ddddy 
fera  ddddy^-,  ou  ddddy',  ̂ -~f. 

Corollaire    L 

oZ.  ̂   I  l'on  nomme  chacune  des  coupéesy^i',^/,^fj-^/î 

xi  chacune  des  z^^\ic\néss  P  M^fm,qn^  f,  y'>  &C  chacune 
des  portions  coLirbes^Af,y^»2,^«,y^(?,  ai  il  eft  clair  que  ̂a; 

exprimera  les  différences  Pp^pq^qfàss  coupées  ;  dy  les  dif- 

férences Rm,Sn,  T^o  des  appliquées;  ècdu  les  différences 
2^m,  mn,  no  des  portions  de  la  courbe  AMD-  Or  afin  de 

prendre,  par  exemple,  la  différence  féconde //«  delà  va- 

riable PM^  il  faut  imaginer  fur  l'axe  deux  petites  parties 
Pp^pq,  &  fur  la  courbe  deux  autres  Mm,  mn  pour  avoir  les 

deux  différences  Jîw,  Vm;  &;  partant  fi  l'on  fuppofe  que  les 
petites  parties  Pp^pq  foient  égales  entr'elles  ;  il  eft  clair  que 
dx  fera  confiante  par  rapport  i  dy  diàdu,  puifque  Pp  qui 
devient/^  demeure  la  même  pendant  queiîwzqui  devient 
<S»,  £c  Mm  qui  devient  w?;,  varient.  On  pourroit  fuppofer 
que  les  petites  parties  de  la  courbe  Mm,  mn  feroient  éga- 

les entr'elles,  èc  alors  du  feroit  confiante  par  rapport  à  dx 
&.  à  (iy  ;  Se  enfin  fi  l'on  fuppofoit  que  Rm  £c  3'«  fu fient  éga- 

les, dy  feroit  confiante  par  rapport  kdx  ècidu,  6c  fa  dif- 
férence//«(^a^af^/yl  feroit  nulle. 

De  même  pour  prendre  la  différence  troifiéme  de/'iV/, 
ou  la  différence  de  la  différence  féconde  Hn,  il  faut  ima- 

giner fur  l'axe  trois  petites  parties  Pp,  pq,  qfi  fur  la  courbe 
trois  autres  Mm,  mn,  ««  i  &  fur  les  appliquées  aufTi  trois  au- 
tvQs Rm,  Sn,To  ,^a.\ors  on  aura  dx  ou  du  ondy  pour  con- 

fiante, félon  qu'on  fuppofera  que  les  petites  parties  Pp,  pq, 

qf  ou  Mm,  mn,  no,  ou  Rm,Sn,To  font  égales  entr'elles.  Il  en 
eflde  même  des  différences  quatrièmes,  cinquièmes.  Sic. 

riG.47.  Tout  ceci  fe  doit auffi  entendre  des  courbes^A/D,  donc 

les  appliquées  ̂ 7W,i?»7,i?«  partent  toutes  d'un  point  fixei?i 
car  pour  avoir ,  par  exemple,  la  différence  féconde  de  BM, 
ilfaut  imaginerdeuxautrcsappliquées  Bm,  ̂ »qui  faffenc 
des  angles  MBm,  »« 5»  infiniment  petits ,  &  ayant  décrit  du 
centre^  les  petits  arcs  de  cercle  MR,mSi  la  différence 

des 
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des  petites  d  roites  Rm,SnScriL  la  difFërence  féconde  de  BM-, 

&  l'on  pourra  prendre  pour  conftants  les  petits  zrcs  MR, 
mS,on  les  oetites  portions  de  la  courbe  Mm,  mn,  ou  enfin 

les  petites  droites  Rm,Sn.  Il  en  va  de  même  pour  les  difFé- 

rences  troidémes,  quatrièmes,  &;c.  de  l'appliquée i?il/. 
R.  E  M  A  R  QJJ  E. 

6j.  On  doit  bien  remarquer,  1".  Qii'i!  y  a  difFërensor-  Fis.  41?. 
dres  d'infiniment  petits  :  que  Rm,  par  exemple ,  eiï  infini- 

ment petite  par  rapport  à  FM,  ̂ infinmient  grande  par 

rapporta  HKjdemêmequel'efpace  JW/'/'to  eftinfinimenc 
petit  par  rapport  à  rcfpace  APM .,  £<  infiniment  grand 
par  rapport  au  triangle  MRm. 

2°.  Que  la  différence  entière  /"/efl:  encore  infiniment 
petite  par  rapporta  APi  parceque  toute  quantité  qui  efl: 

îa  ïomme  d'un  nombre  fini  de  quantités  infiniment  peti- 
tes telles  que  Pp,  fq,  qf  par  rapport  à  une  autre  AP,  de- 

meure toujours  infiniment  petite  par  rapport  à  cette  mê- 

me quantité  :  Scqu'afin  qu'elle  devienne  du  même  ordre, 
il  faut  que  le  nombre  des  quantités  de  l'ordre  inférieur 
qui  la  compofe,  foit  infini. 

CorollaireIî. 

^4"  On  peut  marquer  en  cette  forte  les  différences  fé- 
condes dans  toutes  les  iuppofitions  poflîbles. 

1°.  Dans  les  courbes  où  les  appliquées  »2i?,«5font  pa-  Fie.  4?^ 

ralleles  entr'elles ,  on  prolongera  la  petite  droite  Mm  en  4?» 
M  où  elle  rencontre  l'appliquée  Sn  i  ôc  ayant  décrit  du 
centre»?,  de  l'intervalle  mn,  l'arc  »/(',  on  tirera  les  petites 
droites  ni,  It,,  kcg  parallèles  à  mS  Se  à  Sn.  Cela  pofé ,  fi  l'on 
veut  que  dx  foit  confiante,  c'eft  à  dire  que  MR  foit  éga- 

le à  mSi  il  eft  clair  que  le  triangle  »3,S//  eft  femblable  dc 

égal  au  triangle  MRm ,  &  qu'ainfi  Hn  eft  ddv,  c'eft  à  dire 
la  différence  de  Rm  6c  Sn,  Sc  Hk=ddu.  Mais  fî  l'on  fup- 
pofe  que  du  foit  conftante,  c'eft  à  dire  que  Afm  =  mit- 
ou  à  m.k.  :  il  eft  évident  alors  que  le  triangle  nigi'  eft  fem- 

blable ô£  égal  au  triangle  MRm ,  &  qu'amfî  Ac  =ddy,Sc H 
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Sg  ou  en  =  ddx.  Enfin  iî  l'on  prend  djr  pour  confiante , 
c'efl:  à  dire  mR  =nS,  il  s'enfuit  que  le  triangle  mil  efl 
égal  &:  femblable  au  triangle  MRm,  èc  qu'amfi  iS  ou  ni 
=  c/i^x ,  6c  /-è  =  ̂«/«. 

Fis.  50. 51.  2°.  Dans  les  courbes  dont  les  appliquées  £M,  Bm^  Bn  par- 

tent d'un  même  point  B,  l'on  décrira  du  centre  B  les  arcs 

*jirt.i,  MR,  mS,  que  l'on  regardera* comme  de  petites  droites 
perpendiculaires  fur^w,^» 3  &  ayant  prolongé  jVfm  en  E, 

&  décrit  du  centre  »z,  de  l'intervalle  mn,  le  petit  arc  nkE, 
on  fera  l'angle  EmH=  mBn,  &  l'on  tirera  les  petites  droi- 

tes ni,  II,  kcg  parallèles  imStcà.  Sn.  Cela  po(é ,  à  caufe  du 

triangle  BSm  rédangle  en  5,  l'angle  BmS  h-  tnBn ,  ou  ->- 
jEwWvaut  un  droit  ,ôc  partant  l'angle  ̂ «jf  vaut  un  droit 
-+■  SmHs'û  vautauffi  le  droit  iWi5:OT-+-i£iWw,pLdrqu'il  eft 
externe  au  triangle  RMnt.  Donc  l'angle  >S»2/f=  RMm, 

Il  fuit  de  ceci,  i".  Que  (î  l'on  veut  que  ̂a^  foie  conftante, 
c'eft  à  dire  que  les  petits  arcs  MR ,  mS  foient  égaux  en- 
tr'eux,  le  triangle  ̂ mH  fera  femblable  &  égal  au  triangle 
RMm ,  &  qu'ainU  Hn  r=  ddy  ̂  &  Hk  =  ddu.  i".  Que  (î 
l'on  prend  du  pour  confiante ,  le  triangle  gmk  fera  fembla- 

ble &  égal  au  triangle  RMm ,  &  qu'ainfi  kc  exprimera  ddy 
&  Sg  ou  en,  ddx.  Enfin,  3°.  Que  fi  l'on  prend  dy  pour  con- 

fiante, les  triangles  /W,  RMm  feront  égaux  éc  fembla- 

t^lesj  5c  qu'ain  fi  iS  ou  In  =  ddx,  èclk  =  ddu. 
Proposition     I. 

Problême. 

6^.  Prendre  la  différence  d'une  quantité  compofée  de 
différences  quelconques. 

On  prendra  pour  confiante  la  difFérence  que  l'on  vou- 
dra, &  traittant  les  autres  comme  des  quantités  varia- 

bles, on  fe  fervira  des  règles  prefcrites  dans  la  Se(5lion 

première. 

La  différence  de  -^^ ,  en  prenant  dx  pour  confiante 

fera  '^Z'-^'^'»,  ̂ é^Èl=2ÈÉ^  en  prenant^/ pour  confiante. 
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Celle  de  l^^IE^E.  ̂  en  prenant  «îx  pour  confiante,  fera 

dWdK'-  -t-  dr  -t-  ''^'"^'^^  -  Je  tout  divifé  par^Ar,c'eft  à  dire 

d:,dx'--ir-day^-\r^dyddy  .^  ̂  ̂^  prenant  dv  pour  confiante ,  elle 

fera  dzdxyfd^F^dy^  -v-    ̂'^'^''^'^^  —  zddxy/dx^  ̂   dy\  le  tout ^         .  -^  y</A;-  -t-  dy'^  ̂  

divilc  par  rfA;%  c  eft  a  dire   ■  -./j-vir-^r^   . f  '  Ax-yix^-^  dy- 

"La  diflFércnce  de  -=|è===,  en  prenant  dx  pour  con- 

ftante,  fera  4y'^_)/rf4)'V^^.v'-,- ^y'  —  yÊS^-  '  '^  "^"""^  '^^" 

vife  par  ̂ x  -h  dy,  c  eft  a  dire    _ —    ;     -  -  &  en 
,  n  11/         dx^dy'  -4-  .7v*  —  ydydxddx 

prenant  ay  pour  contrante,  elle  lera  —         -    — _::   
i  /    ̂   dx^-^dy'-ydx'-'^dj'      ' 

î 
1  1 

,        i./T'  J     dx'^-^df-Vdx'^-^  dy^  ̂ ,.  dx--^-dy'-  ^ 

La  différence  de   :érTxddy         °''^dIdTy     »enpre. 

nant  dx  pour  confiante,  fera  "  ̂'^-'»'^'^/'^-'-  •^-  '^/;4';;t"  ''""'^^^'^^^ 

Mais  il  faut  obferver  que  dans  ce  dernier  cas  il  n'efl 
pas  libre  de  prendre  d^  pour  confiante,  car  dans  cette  fup- 
pofîtion  fa  différence  ddy  feroit  nulle  j  &  par  conféquenc 
elle  ne  dcvroit  pas  fe  rencontrer  dans  la  quantité  propo- 
fée. 

De' FINITION     II. 

Lorfqu'une  ligne  courbe  ̂ FK  efl  en  partie  concave  ^i^.  f%.  «j. Se  en  partie  convexe  vers  une  ligne  droite  ̂ B  ou  vers  54-5;. 
un  point  fixe  £;  le  point  F  qui  fépare  la  partie  concave 

de  la  convexe,  &  qui  par  conféquent  efl  la  fin  de  l'une 
Se  le  commencement  de  l'autre,  efl  appelle  point  d'itif/é- 
xion,  lorfque  la  courbe  étant  parvenue  en  F  continue  fon 
chemin  vers  le  même  côté  :  &  point  de  rebrouffement  lors 

qu'elle  rebroufTe  chemin  du  côté  de  fon  origine. 

Hij 
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Proposition      II. 

Problême  général. 

66.  JL,A.  nature  de  la  ligne  courbe  AFK  étant  donnée ,  déter- 

miner le  point  d'inflexion  ou  de  rebroiiffement  F. 
FiG.  p.  53.  Siipofonsen  premier  lieu  que  la  ligne  courbe  AFK  ait 

pour  diamètre  une  ligne  clroice^i>,&:  que  Tes  appliquées 

PM^  EF,  &c.  foienc  toutes  parallèles  entr'elles.  Si  l'on  me- 
né par  le  point  F,  l'appliquéei^^  avec  la  tangente  FL  >  &C 

par  un  point  quelconque  M  de  la  partie  AF,  une  appli- 
quée MP  avec  une  tangente  MT :  il  eft  clair, 

1°.  Dans  les  courbes  qui  ont  un  point  d'inflexion  ,  que 
la  coupée  y^/PcroifîIinc  continuellement,  la  partie ^r du 

diamètre ,  interceptée  entre  l'origine  des  x  5c  la  rencontre 
delà  tangente,  croît  aufrijufqu'à  ce  que  le  point  F  tom- 

be en  E,  après  quoi  elle  va  en  diminuant  ;  d'où  l'on  voie 
que  yiT  étant  appliquée  en  P,  doit  devenir  un  plus  gra>id 
Al  lorfque  le  point  P  tombe  fur  le  point  cherché  E. 

x°.  Dans  celles  qui  ont  un  pomt  de  rebroufîèment,  que 
la  partie  AT  croifïïmt  continuellement,  la  coupée  AP 

croît  auiïîjufqu'à  ce  que  le  point  2"  tombe  en  Z,  après  quoi 
elle  va  en  diminuant  ;  d'où  l'on  voit  (\wzAP  étant  appli- 

quée en  T'doit  devenir  un /'/a^gniW^£  lorfque  le  point 
2"  tombe  en  Z. 

Or  fi  l'on  nomme  ^£,  a;  ;£f,/;ron  aura^Z=^^  —  v, 
dont  la  différence ,  qui  eft iUliz-^J^Ldil  —  dx  (en  fupofant 
dx  conftante  ) ,  étant  divifée  par  dx  différence  de  AE^  doit 

*  Arf,\j.  être*  nulle  ou  infinie  ;  ce  qui  donne  — —^  =  0  ou  à  l'in- 
fini :  de  forte  que  multipliant  par  dy\  &  divifinc  par  — /, 

il  vient  ddy  =  o  ou  à  l'infini  ;  ce  qui  fervira  dans  la  luire  de 
formule  générale  pour  trouver  le  point  d'mfléxion  ou de  rebroulîement  F.  Car  la  nature  de  la  courbe  AFK 

étant  donnée,  l'on  aura  une  valeur  de  dy  ç\\  dx  ;  &:  pre- 
nant la  différence  de  cette  valeur,  en  fuppofant  dx  can- 

flante,  on  trouvera  une  valeur  de  ddy  en  dx'\  laquelle 
étant  égalée  d'abord  à  zéro ,  5c  enfuite  à  l'mfini ,  fervira 
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dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  riippoficions  à  trouver  pour 

^E  une  valeur  telle  que  l'appliquée  EF  aille  couper  la 

courbe>^i^iCau  point  d'inflexion  ou  de  rebrouflement  F. 

L'origine  ̂   des  x  peut  être  tellement  fîïué  que  ̂ Z  =  x 

—  ̂ ,  au  lieu  de  ̂ '  —  x,  èc  qacyîL  ou  ̂ E  iok  m  moin- 

dre au  lieu  d'être  un  plus  grand:  mais  comme  la  conféquen- 
ce  eft  toujours  la  même ,  &  que  cela  ne  peut  faire  aucune 

difficulté,  je  ne  m'y  arrêterai  pas.  Il  eft  à  remarquer  que 
,^Znepeutjamaisêtre^=A:-+.^,  carlorfque  le  point  r 

tombe  de  l'autre  côté  du  point/', par  rapport  à  l'origine 

A  des  X  y  la  valeur  de  ~  fera  négative  fuivant  l'article  i  o, 

&  par  conféquent  celle  de  — ^'  fera  pofitive  ,  de  forte 

qu'on  aura  encore  encecas^jS-+-£Z.  ou^Z=a: — ^■~. 
La  même  chofe  fe  peut  encore  trouver  de  cecce  autre  ma- 

nière. Il  eft  clair  qu'en  prenant  fl'.v  pour  conftance,  ôcfuppo-  Fig.  48,45. 

fant  que  l'appliquéeji/  augmente,  Sn  eft  moindre  que  ̂'H'  ou 
queiî»2  dans  la  partie  concave, &  plusgrande  dans  la  conve- 

xe. D'où  l'on  voie  que  la  valeur  de  ff»  {ddy  )  doit  devenir  de 

pofitive  négative  fous  le  point  d'inflexion  ou  de  rebroufte- 
ment/';&  partant*  qu'elle  y  doit  être  ou  nulle  ou  infinie.  *^,y.  47. 

Suppc^fons  en  fécond  lieu  que  la  courbe  ̂ /'A'  ait  pour  ap.  pic_  ̂ ^_  j^. 
pliquées  les  droites  i5iV/,  BF.BM,  qui  partent  toutes  d'un 
même  point^,Sironmenetclleappli\|uée/?Mqu'on  vou.  Fig.  56. 57. 
dra,  avec  une  tangente  iW/"  qui  rencontre  ^J'perpendi- 
culaire  à  BM  au  point  7" >  &  qu'ayant  pris  le  point  m  infi- 

niment près  de  Af,  l'on  tire  l'appliquée  Bm^  la  tangente  mt^ 
&la perpendiculaire .^i!-/ur^w, qui  rencontre  MT'enOi  il 
eft  vifible  (enfuppofant  que  l'appliquée  BM,  qui  devient 
B'n.,  augmente)  que  dans  la  partie  concave,5/^furpa(re.50, 

&  qu'au  contraire  elle  eft  moindre  dans  la  partie  convexe  j 
de  forte  que  fous  le  point  d'inflexion  ou  de  rebroufl^ment 
F-,  la  valeur  de  0/-doit  devenir  de  pofitive  négative. 

Cela  pofé,  Ç\  l'on  décrit  du  centre /f  les  petits  arcs  de  Fig.  jfJ. 
cercleMi2,7'H',on  formera  les  triangles  femblableswXil/, 
MBT,  THO,  6c  les  petits  féaeurs  femblablesi?vV:/i?,  BTH. 

Nommant  donc  BM^y  5  MR^  dx  ;  l'on  aura  mR  (dy)  .  RM 

H  iij 
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(dx)  :  :  BM(y)  .BT^^y-.:  MR  (dx)  .TH='-£  :  :  TH 

l'^;  . /fO =^.  Or  fi  l'on  prend  la  différence  de  iîr  (^^; 
en  fuppofant  ̂ x  confiante,  il  vient  £t  —  BT  ou  Hi  = 

,_rj_2^-_yl._ujy_.  ^  partant  OH-i-Htou  Ot  —iih^Aid^l^^A:^. 

dy' 

D'où  il  fuit  en  multipliant  par  ̂"-,  Scdivifant  par  dx,  que 
la  valeur  de  dx-  -t-  dj''  —  yddy  fera  nulle  ou  infinie  fous  le 
point  d'inflexion  ou  de  rebrouflement  F.  Or  la  nature  de 

Fie.  54. 55.  la  ligne  y^FK  étant  donnée,  l'on  aura  des  valeurs  dec/yen 

dx ,  &de  ddy  en  dx\  lefquelles  étant  fubftituées  dans  dx'' 
•^  dy- — yddy ,  formeront  une  quantité,  qui  étant  égalée 
d'abord  à  zéro ,  &  enfuite  à  l'infini,  fervira  à  trouver  pour 
BF  une  valeur  telle  que  décrivant  du  centre  B,  &  de  ce 

rayon  un  cercle,  il  coupera  la  courbe  ̂ i^/:  au  point  d'in- 
flexion ou  de  rebroufTement  F.  Ce  qui  étoit  propofé. 

FiG.  50. 51.  Pour  trouver  encore  la  même  chofè  d'une  autre  manière, 
il  faut  confîdérer  que  dans  la  partie  concave  l'angle  BniE 
furpafTe  l'angle  Bmn,  &C  qu'au  contraire  dans  la  convexe  il 

F1G.50.  eft  moindre  ;&  partant  que  l'angle  HmE — Bm7i  ou  Emn, 
c'efl  à  dire  l'arc  En  qui  en  efl  la  mefure ,  devient  de  pofitif 
négatif  fous  le  point  cherché  F.  Or  prenant  .af.v  pour  con- 

fiante, les  triangles  rédangles  fembiables  HmS^  Hnk^ 

donneront  Hm  (du) .  mS  (dx)  :  :  Hn  f —  ddy)  .nk^^ 
ixddy 

du. 

ou  l'on  doit  obferver  que  la  valeur  de  Hn  eft  négative  , 
parceque  Bm  (y)  croifTant,  Rm  (dy)  diminue.  IMais  à  caufe 

des  fédeurs  fembiables  ̂ OT5,?M£/è,  l'on  -xwx^  Bm  (}) .  mS 
(dx)  :  :  mE  (du) .  Ek  =  i^ ,  &c  partant  Ek-h  kn  ou  En  = 

Fie.  54. 55.-^''"''^''''"''".  D'oih  il  fuit  en  multipliant  par/^*,  &  divf- 

fant  par  dx^  que  du^  — yddy  ou  dx'^  -+-  dy''  — yddy  doit  de- 
venir de  pofîtive,  négative  fous  le  point  cherchée". 

Si  l'on  fuppofe  que  y  devienne  infinie,  les  termes  dx'' 
&  dy^  feront  nuls  par  rapport  au  zermeyddy  ;  6c  par  confé- 
quent  la  formule  dx''  -h  dy'-  — yddy  =  0  ou  à  l'infini ,  fe 
changera  en  cette  aut^-e  — yddy  =  0  ou  à  l'infini ,  c'efl  à 
dire  en  divifant  par  — y,  ddy  =  0  ou  à  l'infini ,  qui  efl  la 
formule  du  premier  cas.  Ce  qui  doit  aufïï  arriver,  puifque 
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les  appliquées  ̂ iW,  £F,  BM  deviennent  alors  parallèles. 

COROLLAI   RE. 

^7'  Xj  o  R.  s  Qj;  E  ddy  =  0 ,  il  eft  clair  que  la  difFérence  Fig.  51. 
de^Z  doit  être  nulle  par  rapport  à  celle  de  AE  j  &  par- 

tant que  les  deux  tangentes  intiniment  proches  fZ,/Z  doi- 

vent tomber  l'une  fur  l'autre,  en  nefaifant  qu'une  feule  li- 
gne droite/FZ.  Mais  lorfque(^i^=  à  l'infini,  la  difFérence  Fi«.jj. 

de  AL  doit  être  infiniment  grande  par  rapport  à  celle  de 
AE ,  ou  (  ce  qui  eft  la  même  choie  )  la  différence  de  AE, 

eft  infiniment  petite  par  rapport  à  celle  de^Z  j&par  con- 

féquent  l'on  peut  mener  par  le  même  point  F  deux  tan- 
gentes EL.,  El  qui  failenc  entr'elles  un  angle  infiniment 

petit  LEl. 

De  même  lorfque  dx^-^rdy'' — yddy=  o,  il  eftvifible  que  Fie.  ̂ 6. 57. 
Oifdoit  devenir  nulle  par  rapport  àA/i?i&qu'ainfiles  deux 
tangentes  infiniment  proches  iVfj',  mt,  doivent  tomber 
l'une  fur  l'autre,  lorfque  lepointAf  devient  un  pointd'in- 
fléxion  ou  de  rebrouÀèmenr  :  mais  au  contraire  lorfque 

dx''-*-  dy-  — yddy=i  l'mfini,  Ot  doit  être  infinie  par  rap- 
port à  MR ,  ou  (  ce  qui  eft  la  même  chofe  )  MR  infini- 
ment petite  par  rapport  kOti  6c  par  confcquentlepoint»; 

doit  tomber  fur  le  point  M ,  c'eft  à  dire  qu'on  peut  me- 
ner par  le  même  point  M  deux  tangentes  qui  fallent  en- 

tr'elles un  angle  infiniment  petit,  lorfque  ce  point  devient 
un  point  d'inflexion  ou  de  rebrouftement. 

Il  eft  évident  que  la  tangente  au  point  d'inflexion  ou 
de  rebrouflement  F ^  étant  prolongée,  touche  &  coupe 

la  courbe ^i^iC  dans  ce  même  point. 

Exemple      L 

do.  3  o  I  T  une  ligne  courbe  AFK  qui  air  pour  diame-  Fie.  j8. 
tre  la  ligne  droite  A  R  ,ic  qui  foit  telle  que  la  relation  de 

la  coupée  ̂ £  (x)  à  l'appliquée  £f  (y)^io\t  exprimée  par 
\'é(\uiLt\or\axx  =  x\:y  -*-aay.  Il  s'agit  de  trouver  pour  A  £ 
une  valeur  telle  que  l'appliquée  EF  rencontre  la  courbe 
AFK  au  point  d'inflexion  F. 
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L'équation  à  la  courbe  eft  y  =  —^^ —  ;  5c  partant  dy 

=  ■"  "^J"-,,  &  prenant  la  difFérence  de  cette  quantité  en 

fuppofant  dK  confiante  ,  5c  l'égalant  enfuite  à  zéro,  on 

trouve  ""'"^  ̂   --^^~^-'  -  ̂ ""^'^d.'  X  x;.^j^^ ^  ■  ̂ ^  q^,^  ̂^i^ 

tiplié  par  xa;  -t-  aa*,  &  divifé  par  za'dx''  x  xx  ̂   aa,  donne 

XX  -i-  aa  —  ̂ xx=  o,  d'où  l'on  tire  ̂ E  fxj  =  a  v^'-. 

Si  l'on  met  à  la  place  de  xx  fa  valeur  \aa  dans  l'équa- 
tion à  la  courbe  y  =:  _!fî_   on  trouve  EF  fy)  ■=  \_a  ;  de 

forte  qu'on  peut  déterminer  le  point  d'inflexion  E  fans 
fuppofer  que  la  courbe  AFK  foit  décrite. 

Si  l'on  mené  AC  parallèle  aux  appliquées  ET,  &  éga- 
le à  la  droite  donnée  .7,  &  qu'on  cire  CG  parallèle  à  j4B  ̂  

elle  fera  afymptote  de  la  courbe  ̂ fJ<C.  Car  fi  l'on  (uppo. 
fè  X  mfinie ,  on  pourra  prendre  xx  pour  xx  -^r  aa\^  par- 

tant l'équation  à  la  courbe/  =-j— ^fe  changera  en 
celle-ci  y==^  a^ 

Exemple     II. 

^S'OOiTy  —  a=^x — a~^.  Honcdy  =  ~x — a     ̂  dx^ 

S>cddy  =  — -^x — a.  ̂   dx'^  =  jtv^=^  ̂   en  prenant  dx 

pour  confiante.  Or  fi  l'on  fuppofe  cette  fraftion  égale  à 
2ero,  on  trouve  —  ddx'-  =  o;ce  qui  ne  faifànr  rien  con- 

noître,  il  la  faut  fuppofer  infiniment  grande  ;  &par  con- 

féquent  fon  dénominateur  s^^x'^^^a'  infiniment  petit  ou 
zéro.  D'où  l'inconnue  ̂ E  (x)  =  a. 

Exemple    HT. 

Fie.  59.  70.  SoiTune  demi  roulette  allongée  v^/'iC  dont  la  bafe 
BK  furpaffe  la  demi-cireonférence^D^du  cercle  généra- 

teur  qui  a  pour  centre  le  point  C.  Il  s'agit  de  déterminer fur 
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fur  le  diamètre  AB,  le  poinc  £,  en  forre  que  l'appliquée  BF 

aille  rencontrer  la  roulette  au  point  d'inflexion  V. 
Ayant  nommé  les  connues  ^D^^^tj  ̂ 7?,/^  5  ̂i?,  zd  6c 

les  inconnues  AE ,  x  i  ED,  z.  ;  l'arc  AD  ,  a  5  £F,  y  5  l'on 

aura  par  la  propriété  de  la  roulette  j  =  \-t-—  j  5c  par- 

tant dy=d^-\-'^.  Or  par  la  propriété  du  cercle  l'on  aura 
  Xdx       n        1       ̂   /~l   ; — ^1  f^^^ 

K=='^2Cx  —  XX,  d-r=^  ̂ y  ,  &  du  Ndx'-i-dz:)  —  ,,         '     ̂ ^       Yzcx — XX  '  ^  y  1.CX — .va; 

Donc  mettant  pour  dz^Sc  du  leurs  valeurs,  on  trouve  dy 

=        --^^   .dont  la  diiTcrence(en  prenant  rfx  pour 
nYtcx   XX  '■ 

rt  1  hcx  —  ace — hccy.  dx^  .  jj     ̂    i»  ■  ^„ 
conltante  )  donne  :-=-= — ,,   -  =  o  j  d  ou  1  on  tire  AE '  icx  ~~xx  xyicx   XX 

fxJ=c-^f,^CE^f. 

Il  eft  clair  qu'afin  qu'il  y  ait  un  point  d'inflexion  F,  il 

faut  que  è  furpafTerf  i  car  s'il  étoit  moindre,  CE  furpaflè- roit  CB. 

Exemple     IV. 

7^*  On  demande  le  point  d'inflexion  F  de  la  Con-  Fie  6o. 
c\\dL\s  A  F  K  de  Nicomedc ,  laquelle  a  pour  pôle  le  point 
F,  &:  pour  afymptote  la  droite  BC.  Sa  propriété  eft  telle 

qu'ayant  mené  du  pôle  P  à  un  de  Tes  points  quelconques 
fia  droite  /"F,  qui  rencontre  l'aTymptote  BC  en  Dh  la 
partieDi^eft  toujours  égale  à  une  même  droite  donnée^. 

Ayant  mené /'^perpendiculaire,  &:i^i;paraileleà^C, 
on  nommera  les  connues ^i?  ou  i^D,^?  5  BP.bi  èc  les  in- 

connues BE,  xi  EF, y,  &  tirant  DZ  parallèle  à  ̂ ^,  les 

triangles  femblables  DZF,  FF  F  donneront  DZ  (x).  LF 

(  V./.i  —  XX  )   ::  PE  (b^  x)  .  FF  (y)  =  t^JïîfZJE'^ 
di         1  ■  rp  '  a       t  x^dx  -fr  aahJx        t- •      \ 
ont  la  diticrcnce  elt  dy  =: — - — ^-^  ■    Si  donc  on ■^        XX  y  ̂'t  —  XX 

prend  la  différence  de  cette  quantité,  &  qu'on  l'égale  à 
c  \,  ■        I-     '    ̂ "'^ — aaj:' — \!iahxx',^  dx- 

zerOj  on  rormera  légalité  — û  aux' — «'xy*»»  —  XX 

I 
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qui  fe  réduit  ix^-t-^i/xx  —  2aai  =  o ,  dont  l'une  des  ra- 
cines fournit  pour  B£  la  valeur  cherchée. 

Si  ̂  =^,  l'équation  précédente  fe  changera  en  cette 
autre  Af'-t-^^:v:)f — 2^' =  o,  laquelle  étant  diviféeparx-+-/ï, 
donnej^x-*-  2ax  — 2aa=o;  &  partant  ̂ £  fxj  =  —  a ■+-  y/jaa. 

Autrement. 

En  prenant  pour  appliquées  les  lignes  PF  qui  partent 

'^Art.  66.  du  pôle  I\  &  en  fe  fervant  de  la  formule  *  yddy  =  dx" 
•+•  <^\  dans  laquelle  ix  a  été  fuppofee  conftanre.  Ayant 

imaginé  une  autre  appliquée  P/qui  fade  avec  FF  l'angle 
J" /'/infiniment  petit,  &  décric  du  centre  /'les  petits  arcs 
J'G,  D//,onnommera  les  connues  v^5, ^52? /',^i  ôilesin- 
connues/'/?,  j/;  /"D,  j;^  &  l'on  aura  par  la  propriété  de 
la  conchoïde^  =  2;^-+-  a  ,  ce  qui  donne  dy  =^  dz^  Or  à 

caufe  du  triangle  rcdangleDi?/*,  D5  =  v^;^^^Mi  &à 
caufe  des  triangles  femblables  DBP  &  dHD,  PDH  & 

Pi^G,  l'on  aura  DB  (^i^~^:^l>J.  BP  (h)  ;  .•  dH  (dz^) .  //D 

=  *\t-^T  •  D'OÙ  l'on  tire  dz^  ou  ̂ y  =^^-^>^^Z^i 
dont  la  différence  eft  (  en  fuppofant  dx  confiante  )  ddy 

tant  pour  di^Ca.  valeur.    Donc  fi  l'on  fubftitue  dans  la 

'^Art.  66.  formule  générale  *yddy  =  dx'  -^  dy^  à  la  place  de  y  fa 
valeur  z^-^  a ,  &i.  as  dy  ̂  ddy  les  valeurs  que  l'on  vient 
de  trouver  en  dx  &c  dx-  ;  on  formera  cette   équation 

qui  fe  réduit  à j.»  Jr  î«i''—  "kbz,  y  dx'  z'>'-¥-  inhhz,  -^-  aahh  x  ix' 

2x1  —3^^'^ — ahb  =  o,  donc  l'une  des  racines  augmentée 
de  a  fournit  la  valeur  de  l'inconnue  Pp. 

Si  ̂   =  ̂ ,ron  aura  25^' — ^.-iaz^ — ,«'  =  0,  qui  étant  divi- 

fée  par  z^-i~  a,  donne  zz^ — a^ —  t  =  "3  '^''"'^  '^  réfolu- 

tion  fournit  PF  (  ̂-i-a)  —  {a  -^  {ay/ 3— '-*'/'. 
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Exemple     V. 

7^*  Soit  une  autre  efpece  de  Conchoïde  AFK,  telle  Fig.  6o. 

qu'ayant  mené  d'un  de  (es  points  quelconques  F  au  pôle 
P  là  droite/'/' qui  coupe  rafymptote  £Cen  D-,  le  redan- 
glei'D  >c  DF  Toit  toujours  égal  au  même  rectangle  PP  x 
I^A.  On  demande  le  point  d'inflexion  F. 

Si  l'on  nomme  les  inconnues  ^i?,  x  5  EF,y\  &  les  con- 
nues yîB,a;  JiP,b;  on  zarzPD  xDi^=^^;  ôclesparal- 

leles^D,  £i^ donneront i'JDxZ)i='(^é)  .  PBy.BE  {hx) 

•  :  /'F'  (  èi>  -*~  2l>x  -»-  xx  ̂ t-  yy  )  .  Ye^  (  bb  ■+-  2bx  -i-  x.v  )  ■ 
Donc  bbx  H-  zbxx  -h  .jc'  -h  j^a;  =  abb  -»-  ̂ ^îi^.v;  -t-  axx  ,  ou 
,,,,   abb-^-iahx-^-  axx — ibx  —  xbxx — x'       <,,  7       ;._  - 

//=   ;   ,  &/  =  ̂   -H  xV-^^-' 

=  s/^x  —  XX  H-  ̂ V"""  ' ,  dont  la  différence  donne  <^ — tix(tx~^ixxdx  'J^  nhdx       o  t       i-r^- 
-;  &  prenant  encore  la  différence, zxVax  — ■  XX 

\acih  — aax  —  i^ahx  X  dx' 

^axx  —  4:vï  X  y^;i-'  —  ̂  

à  a;  =--^ — r  valeur  de  l'inconnue  PE. 

on  forme  réalité  '=-°,  qi^i  lereduic ^  ^axx  —  \x^ii.Viix  —  x'  ■* 

4' 

b 

c   \>     ̂   C   ■      - — axdx-^ixxdx-^  ^hdx         t  i       ;     '       î  \ 
Si  Ion  fait            — :   valeur  de  rfy  égal  a  zéro 

xxTax — XX  J      o  > 

l'on  aura  xx  —  \ax  -t-  \db  =  o,  dont  les  deux  racines 
«-»- y^a.  - %ah  5i  «  —  Y^^  —  ub  fnnrninpnr^    lorfoue  a   fur- 4  4  ^ 

paffe<?^,  deux  valeurs  de  ̂ ff&iîZ,  telles  que  l'appliquée  Fio.  <?i. 
itfAf  eft  moindre  que fes  voifines,  6c l'appliquée Z A/ plus 
grande ,  c'eft  à  dire  que  les  tangentes  en  Af  &;  iV"  feront 
parallèles  à  l'axe  ABi  Si  alors  le  point  E  tombera  entre 
les  points//  &  Z. 

Mais  lorfque ^  =  Sb,  les  lignes  i?//,  BE^  BZ  feront  éga-  Fig.  (jz, 

les  chacune  à  i^;  &  alors  la  tangente  au  point  d'infle- 
xion F  fera  parallèle  à  l'axe  AB.  Et  enfin  lorfque  ̂   eft 

moindre  que  Sb ,  les  deux  racines  feront  imaginaires;  & 

par  conféquent  il  n'y  aura  aucune  tangente  qui  puifTe  être 
parallèle  à  l'axe. 
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On  pourroir  encore  refondre  cette  qucftion  en  prenant 
YiG.6o.     pour  appliquées  les  lignes/'/?,  i^/,  qui  partent  du  pôle/', 

&  en  fe  (êrvant  de  la  formule y/dj  =  dx"-  -h  dy\  comme 
l'on  a  fait  dans  l'exemple  précédent. 

Exemple  VI. 

iG.  63.  7^,  ̂   o  I  T  un  cercle  AET)  qui  ait  pour  centre  le  point 
i?,  avec  une  ligne  courbe  ̂ /"iC  telle  qu'ayant  mené  à  dif- 
crétion  le  rayon  BFE^  le  quarré  de  FE  foit  égal  au  rédan- 

gle  de  l'arc ^£  par  une  droite  donnée  b.  Il  faut  détermi- 
ner dans  cette  courbe  le  point  d'inflexion  F. 

Ayant  nommé  l'arc  AE ,  se  i  le  rayon  BA  ou  BE ,  a;^ 

l'appliquée  5F, j;  on  aura  éK'-^^aa  —  2<y-»-j/j',&;(enpré. 
nant  les  difFérences)^^:^^::^!^!^^^  flf^=  Ee.  Or  à  caufe 

des  fééleurs  femblables  BEe  ,  BFG,  on  fera  BE  (a) .  BF 

fy)  :  :  Ee  ̂ ^I^siiilf^J  .  jpQ  ̂ i^j  ̂   iy/fc-^i^r^^  dont  la 

difFérence,enfuppofant  ^,'l- confiante,  donne  ̂ ydy' — zady'' 

•+•  zyyddy  —  zayddy  =  0}  dc  partant  yddj  =  "^y  —  V  l  _ 

Si  donc  on  fuhflitue  à  la  place  de  dx''  &cyddy  leurs  valeurs 
"^ ^rt.  66.  en£/)''-danslaformulegénérale*y<^(^=^x'-»-^\onforme- 

rai  équation--^— -^Z-  =      .^^^  ■'  '   

qui  fe  réduit  à  ̂y^ — jzay^-^-izaay- — ^ayy-^jaahby — za'èb 
=  0,  dont  la  refolution  fournira  pour  j5i?  la  valeur  cher- 
chée. 

Il  eft  évident  que  la  courbe  AFK,  que  l'on  peut  appel. 

Jer  une  spirale  parabolique  ,ào\r  avoirun  point  d'inflexion 

J7.  Car  la  circonférence  ^£D  ne  différant  pas  d'abord  fen- 
fiblementde  la  tangente  en  A,  il  fuit  de  la  nature  de  la 

parabole  qu'elle  doit  d'abord  être  concave  vers  cette  tan- 

gente,  &:  qu'enfuite  la  courbure  de  la  circonférence  au- 
tour de  fon  centre  devenant  fenfible,  elle  doit  devenir  con- 
cave vers  ce  centre. 
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Exemple      VII. 

74-  Soit  une  ligne  courbe  y4FK  qui  air  pour  axe  la  Fig.  e^. 

droite  v5'^,  dont  la  propriété  foie  telle  qu'ayant  mené  une 
tangente  quelconque  FJi  qui  rencontre  AB  au  point  Ji, 

la  partie  interceptée  ̂ ^foit  toujour.^  à  la  tangente  .5 /"en 
raifon  donnée  de  w  à  k.  Il  eft  queftion  de  déterminer  le 
point  de  rcbrouflement  F. 

Ayant  nommé  les  inconnues  Se  variables  ̂ f,  x  ;  EF,  y  > 

l'on  aura£i?  =  — -^^(parceque  .«  croiiïant, /diminue), 

FjB=^ — ''^'^  \  Or  par  la  propriété  delà  courbe,  ̂ E 

■+■  EB  ou  AB  C^^^^^^) .  BF  (jlÉ^^)  -...m.  n.   Donc 
fiy  1      n    r    j-rr'  J  njdyddy 

w^/^A--,- <^j/^  =  2£lî^_  h/.  5i  fa  différence  donne  ,^^  ,  ̂ ^ 

^^^>^.dy^n.y.idy-n.dy-^^  fapporant  dx  confiante  & 

négative  j  d'où  l'on  tire  ddy  =  E^îMEM^^EE^T -^  myyiiy  —  nxy  Vdx-  -^-  dy-      ' 

Maintenant  fi  l'on  fciit  cette  fradion  égale  à  zéro,  on 
trouvera — ydx  —  xdy=^o;  ce  qui  ne  fait  rien  connoî- 

tre.  C'efl:  pourquoi  il  faut  fuppofcr  cette  fradion  éga- 
le à  l'infini ,  c'efl:  à  dire  fon  dénominateur  égal  à  zero; 

ce  qui  donne  ̂ ^dlê^Z^df  ̂ '"^11=^""*'-."^'*''  à  caufe  de 

l'équation  à  la  courbe,d'où  l'on  tire^.«=  ̂ ^^^^^^^^^^"^'-L^-^.  Or 

quarrant  chaque  membre  de  l'équation  »y^=»A;VlZÏ^^^W)^ 

on    trouve    encore    dx  ̂  '^r^^^^^^^^^^^^Ek^^  nr.xxây-mmyydy^ 

nnxy 

d'où  l'on  tire  enfînj'Vwwi  —  nn-=^nx\  ce  qui  donne  cette 
conftruclion. 

Soit  décrit  du  diamètre /^Z)  =  w,  un  demi-cercle  ̂ ^/D  5 

&  ayant  pris  la  corde  D/=«,  foit  tirée  l'indéfinie^/.  Je 
dis  qu'elle  rencontrera  la  courbe  AFK  au  point  de  re- broufîément  F. 

liij 
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Car  ayant  mené  /W  perpendiculaire  à  AB,  les  triangles 

réclangles  fembiab!es£)y^,  IHA^  FEA  donneront!)/ 

(n) .  lA  (yfnmT^^n  )  •• .-  IH.  HA  :  :  FE  (y  J  .  EA  fxj  . 
6c  partant  _j'Vw/«  — Im  =  nx  qui  étoic  le  lieu  à  con- 
ftruire. 

Il  eft  clair  que^peft  parallèle  à  D/,  puifque^^.  BF 

::  AD  (m)  .  DI  {n).  d'où  il  iuit  que  l'angle  AFB  eft 
droit;  &.  partant  que  les  lignes  ̂ i?,iîi?,2J£  font  en  pro- 

portion continue. 
On  peut  trouver  cetfe  même  propriété  fans  aucun  cal- 

Art  6-j.  cul ,  Il  l'on  imagine  *  au  même  point  de  rebrouflement  F 
deux  tangentes  i-iîii^'é  quifaflént  encr'elles  un  angle  iJi^"^ 
infiniment  petit.  Car  déciivant  du  centre  i^le  petit  arc 
BL,  on  zma.m.n  ::  Ah.  bF  •■:  AB .  BF  ::  A b  — AB  on 
Bb  .  bF  —  BF  ou  bL  ::  BF  .BE .  à  caufè  des  triangles  ré- 
(fbangles  femblables  i?^Z,  FBE.  Donc,  &c. 

Si  «i  =  «,  il  elt  évident  que  la  droite  AF  deviendra 

perpendiculaire  fur  l'axe  AB'->  &  qu'ainfi  la  tangente  i^^ 
fera  parallèle  à  cet  axe  j  ce  que  l'on  fçait  d'ailleurs  devoir 
arriver ,  puifqu'en  ce  cas  la  courbe  A  F  doit  être  un  demi- 
cercle  qui  ait  fon  diamètre  perpendiculaire  fur  \%y.z  AB. 

Mais  Çi  m  étoit  moindre  que  ;z ,  il  eft  évident  qu'il  n'y  au- 
roit  aucun  point  de  rebrouflement,  parcequ'alors  l'équa- 
tion^V/«œ —  ««  =  nx  renfermeroit  une  contradiction. 
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Section     V. 

1)fa,ge  in  calcul  des  dijjerences  four  trouver 
les  Dévelopées. 

D  E'  F  I  N  I  T  1  O  N. 

SI  l'on  conçoit  qu'une  ligne  courbe  quelconque  BDF  Fie.  (?;. 
concave  vers  le  même  côté  ,  foit  enveiopee  ou  en- 

tourée d'un  fil  yîBDF,  dont  l'une  des  extrémités  fuit  fixe 

en  i?,  8c  l'autre  foit  tendue  le  long  de  la  tangente  B^ ,  Se 
que  l'on  faffe  mouvoir  l'extrémité-^  en  la  tenant  toujours 
tendue  &  en  dévelopant  continuellement  la  courbe  BDF  ; 

il  eft  clair  que  l'extrémité  y4  de  ce  fil  décrira  dans  ce  mou- 
vement une  ligne  courbe  WT/iC. 

Cela  pofé  ,  la  courbe ^Di^  fera  nommée  la  Déve/opée 
de  la  courbe  ̂ HK. 

Les  parties  droites  ̂ B ,  HD ,  KF  du  fil  ABDF  feront 

nommées  les  rayons  de  la  dèvelopéc. 

Corollaire     I. 

7 S'  De  ce  que  la  longueur  du  fil  ̂ jÇDJ"  demeure  tou. 
jours  la  même,  il  fuit  que  la  portion  de  courbe  BD  efl; 

égale  à  la  différence  des  rayons  DH',B A  qui  partent  de 
fes  extrémités  ;  de  même  la  portion  DP  fera  égale  à  la  dif- 

férence des  rayons P'/C,Z)H';&  la  courbe  entière  BDF  à 
la  différence  des  rayons  FK,  BA.  D'où  l'on  voit  que  fi  le 
rayon  ̂ ^de  la  courbe  étoit  nul,  c'eft  à  dire  que  Ci  l'ex- 

trémité ^  du  fil  tomboit  fur  l'origine  B  de  la  couxheBDF, 

alors  les  rayons  de  la  déveiopée  D'H.  TK  feroient  égaux 
aux  portions  ̂ Z),  BBF  de  la  courbe  BDF. 

Corollaire    II. 

76-  Si  l'on  confidérela  courbe  ̂   DF  commeun  poligo-^Fic.  (îcî, 
ne  ̂ CDfF  d'une  infinité  de  côtés  ;  il  eft  clair  que  l'extré- 

mité ^  du  fil  ABCDEF  décrit  le  petit  arc  AG  qui  a  pour 
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centre  le  point  C,  jiifqiia  ce  que  le  rayon  CG  ne  fafle  plu^' 

qu'une  ligne  droite  avec  le  petit  côté  CD  voifin  de  CBi 
&de  même  qu'elle  décrit  le  petit  arc  GH' qui  a  pour  cen- 

tre le  p.iint  D,  jufqu'à  ce  que  le  rayon  DH ne  fafle  plus 
qu'une  droite  avec  le  petit  côté  DE;  &  ainfî  de  fuite  juf- 
qu'à  ce  que  la  courbe  BCDEF  foit  entièrement  dévelo- 
pée.  La  courbe  ̂ HK  peut  être  donc  confidérëe  com- 

me l'olTemblage  d'une  infinité  de  petits  arcs  de  cercle 
^G,  G  H,  Hl,  IK,  Sic.  qui  ont  pour  centre  les  points  C, 

D,  £,  F,&:c.  D'où  il  fuit, 

i".  Que  les  rayons  de  la  dévelopée  la  touchent  con- 
tinuellement comme  7)/-/ en  Z) , /Ci^  en  F^  ôcc.  Et  qu'ils 

font  tous  perpendiculaires  à  la  courbe  ̂ W/C  qu'ils  décri- 

vent, comme  13 /i"  en  H',FKenK,^c.  Car  Di^,  par  exem- 
ple, efl:  perpendiculaire  fur  le  petit  arc  GFi  &  lur  le  pe- 

tit arc  Fi/ ,  puifqu'elle  paflè  par  leurs  centres  73,  E.  D'oi\ 
FiG.  (îj.  l'on  voit,  1°.  que  la  dévelopée  £DF  termine  l'efpace  où 

tombent  toutes  les  perpendiculaires  à  la  courbe  AFiK. 

2°.  Que  fi  l'on  prolonge  un  rayon  quelconque  FID  qui 
coupe  le  rayon  ̂ B  en  J?,  jufqu'à  ce  qu'il  rencontre  un 
autre  rayon  quelconque  KF  en  5,  l'on  pourra  toujours 
mener  de  tous  les  points  de  la  partie  RS  deux  perpendi- 

culaires fiir  la  courbe  AHK.,  excepté  du  point  touchant 

JD  duquel  on  n'en  peut  mener  qu'une  (eule,  fçavoir  DFI. 
Car  il  eft  clair  que  l'interfeftion  iîdes  rayons^5,D7f  par- 

court tous  les  points  de  la  partie  RS.,  pendant  que  le  rayon 

^i/ décric  par  fon  extrémité^  la  ligne  ̂ f/A'  fur  laquelle 
il  eft  continuellement  perpendiculaire:  fie  que  les  rayons 

^/?,  FID  ne  fe  confondent  que  lorfque  l'interfedion  R 
tombe  fur  le  point  touchant  D. 

F:g.  C6.  i°.  Qiie  fi  l'on  prolonge  les  petits  arcs  FIG  en  /,  IFI 
en  w,  Kl  en  »,  &c.  vers  l'originel  du  dévelopemenr, 
chaque  petit  arc  comme ///touchera  en  dehors  fon  voi- 

fin HG ,  parcequelesrayonsC^^,  2)G,  £//,  FI  vont  ton- 
jours  eu  augmentant,  à mefure  quelcspetitsarcsquicom- 

pofent  la  courbe  .'/:/i'vr,s'éIoignentdii  pointa.  Par  lamêm^ 
raifon  fi  Ton  prolonge  les  petits  arcs  AG  en  o,  G/f  en  /7, 

HI 
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HI  en^,  vers  le  côrc  oppofé  au  point  ̂ ;  chaque  pecic 
arc  comme  /^/toucheraendeObusfon  voifin/;^:.  OrpuiC 

que  les  points  H&ily  D&:£peuvcnc  être  coi) fidcrés  com- 

me tombant  l'un  fur  l'autre  à  caufe  de  l'infinie  petitefic 

tant  de  l'arc  H"/,  que  du  côté  DE  ;  il  s'enfuit  que  fi  l'on 
décrit  d'un  point  quelconque  moyen  D  de  la  dévelopée 
^D/i  comme  centre,  6c  de  (on  rayon  D/-7un  cercle  wW/, 
il  touchera  en  dehors  la  partie  HA  qui  tombera  toute 

entière  au  dedans  de  ce  cercle,  &  en  dedans  de  l'autre 
partie  HK.  qui  tombera  toute  entière  au  dehors  de  ce 

même  cercle  :  c'ell:  à  dire  qu'il  touchera  &  coupera  la 
courbe  ̂ ///C  au  même  point/:/,  de  même  que  la  tangen- 

te au  point  d'inflexion  coupe  la  courbe  dans  ce  point. 
3°.  Le  rayon  HD  du  pecit  arc  HG ,  ne  difFcrant  des 

rayons  CG',  ̂ //desarcs  voifinsGv^,  ///,  que  d'une  quan- 
tité infiniment  petite  CD  ou /)£;  il  s'enfuit  que  pour  peu 

qu'on  diminue  le  rayon  DH,  il  /era  moindre  que  CG^  Se 
qu'ainfî  fon  cercle  touchera  en  deifous  la  partie  MA  ;  &C 

qu'au  contraire  pour  peu  qu'on  l'augmente  ,  il  furpafîera 
if£,  &  qu'ainfi  fon  cercle  touchera  en  dehors  la  partie 
HK  :  de  forte  que  le  cercle  mHj>  eu.  le  plus  petit  de  tous 
ceux  qui  touchent  en  dehors  la  partie  HA,  &  au  contrai- 

re le  plus  grand  de  tous  ceux  qui  touchent  en  dedans  la 

partie  HK  :  c'eft  à  dire  qu'entre  ce  cercle  Se  la  courbe  on 
n'en  peut  faire  paffer  aucun  autre. 

4°.  Comme  la  courbure  des  cercles  augmente  à  pro- 

portion que  leurs  rayons  diminuent ,  il  s'enfuit  que  la 
courbure  du  petit  arc  i^/ fera  à  la  courbure  du  petit  arc 
AG  réciproquement  comme  le  rayon  BA  ou  CA  de  ce 

dernier  eft  à  fon  rayon  DHouE  H:  c'eft  à  dire  que  la  cour- 
bure en  H  de  la  courbe  AHK  fera  à  fa  courbure  en^  com- 

me le  rayon  BA  au  rayon  DH-,  &  de  même  que  la  cour- 
bure en  ic  eft  à  la  courbure  en  ff  comme  le  rayon  DHed 

au  rayon  FK-  D'où  l'on  voit  que  la  courbure  de  la  ligne 
AHK  diminue  continuellement  à  mefure  que  la  ligne 

BDF^e  dévelope;  de  forte  qu'au  point  v^,  oi^i  commence 
ledévelopement,  elle  eft  la  plas  grande  qu'il  eftpoffiblej K 
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&i,  au  point  K ,  où  je  fuppofe  qu'il  ceiTe,  la  plus  petite. 
5".  Que  les  points  de  la  dévelopée  ne  font  autre  chofe 

que  le  concours  des  perpendiculaires  menées  par  les  ex- 
trémités des  petits  arcs  qui  compofent  la  courbe  j4HK. 

Par  exemple,  le  point  jD  ou  ̂ eftle  concours  des  perpen- 
diculaires HD,  /£  du  petit  arc  HI;  de  forte  que  fi  ia  cour- 

htj^HK  eft  donnée  avec  la  polîtion  d'une  de  fes  perpendi- 
culaires HD^  pour  trouver  le  point  D  ou  JS ,  où  elle  tou- 

che la  dévelopée,  il  ne  faut  que  chercher  le  point  de 
concours  des  perpendiculaires  infiniment  proches  HD^ 

7£;c'efl:cequ'on  vaenfeigner  dans  le  Problème  qui  fuit. 

Proposition     I. 

Problême  général. 

Fie.  67.  77»  1_,A  nature  de  la  ligne  courbe  P^yi^  étant  donner  avec 

une  de  tes  perpendiculaires  quelconque  MC  ;  déterminer  la  Ion- 
(Tueur  du  rayon  M.C  de  fa  dévelopée  :  ceft  à  dire  le  concours 
des  perpendiculaires  infiniment  proches  M  C,  m  C. 

Suppofons  en  premier  lieu  que  laligne  courbe  AMD  aie 
pour  axe  la  ligne  droite  AB  fur  laquelle  les  appliquées 
/-"A/foient  perpendiculaires.  On  imaginera  une  autre  ap- 

pliquée «!/»,  qui  fera  infiniment  proche  de  MP  >  puifque 

le  point  m  efl:  fuppole  infiniment  près  de  M.  On  mène- 

ra par  le  point  de  concours  C  une  parallèle  CE  à  l'axe  AB^ 
laquelle  rencontre  les  appliquées  M/',  mp  aux  points  JS,  e. 
En^n  menant  MR  paralleleà^^,  on  formera  les  trian- 

gles rédangles  femblables  MRm,  ?AEC  J  car  les  angles 

EMR-,  CMm  étant  droits,  &  l'angle  CMR  leur  éranc 

commun,  l'angle  EMC  fera  égal  à  l'angle  RMm. 

Si  donc  l'on  nomme  les  données  ̂ T',  xi  PM,yi  l'in- 

connue ME,  K  ;  l'on  aura  £^ou  Pp  ou  MR  =  dx,  Rm=.dy 

=  dz, ,  Mm  =  Vdx'^-f  dy'-j  Se  MR  (dx) .  Mm (\/dx--  -^dy ) 

:  :  ME  (K,)  ■  MO  =  ±ÎJ^f^^' .  Or  le  point  C  étant  le  cen- 

tre du  petit  âtcMm ,  fon  rayon  CiVf  qui  devient  Cm  lort 



DES  Infiniment  Petit  S.  7.  Tart.      ̂   7j 

que  £ilf  augmente  de  fa  difFérence  Rm,  demeure  le  même. 

Sa  différence  fera  donc  nulle  :  ce  qui  donne  (  en  fuppo- 

fant^^conftante)ii^^^lfî^^^i^^|^^  =  ̂ 5  d'où  Ion  tire 

ME(,)=^'^'^=-'-^^^n  mettant  pour  ̂ ^ fa valeur  dy. 

Suppofons  en  fécond  lieu  que  les  appIiquées^.W,  ̂ w  Fig.  68. 

partent  toutes  d'un  même  point  i?.  Ayant  mené  du  point 
clierchc  C  fur  les  appliquées ,  que  je  fuppofe  infiniment 

proches,  les  perpendiculaires  C£,  Ce^&c  décrit  du  centre 
B  le  petit  arc  MRi  on  formera  les  triangles  rédangles 

kmhhhlisRMm^  EMC.B MR.BEG&iCeG.  C'eft  pour- 
quoi nommant ^7W,/j  ME^  z^,  MR,dxi  on  aura  Rm 

=  dy.  Mm  =  y/dx'  -»-  dy\  CE  ou  Ce  —  -^  ,  dc  MO 

=  —  ̂ ^^  ''■•  On  trouvera  enfuite,  comme  dans  le  pre- 

mier  cas,^=  '-^^^^i^^  .O^BM(y).  Ce  (^)  :  :  MK 

(dx) .Ge^~  ^me  —  MEo\x  Rm—  Ge .=  dz, = yiï:zl^y ̂  

Donc  en  mettant  cette  valeur  à  la  place  dea's;^,  l'on  aura 

meK)=    )"^^-' ■»->"»'    . 

Si  l'on  fuppofe  quej  loit  infinie,  les  termes  dx'-  &  dy^ 
feront  nuls  par  rapport  !l yddy-,  èi.  par  conféquent  cette 
dernière  formule  fe  changera  en  celle  du  cas  précédent. 
Ce  qui  doit  auih  arriver;  puifque  les  appliquées  devien- 

nent aJors  parallèles  entr'elles,  &  que  l'arc  MR  devient 
une  droite  perpendiculaire  fur  les  appliquées. 
Maintenant  la  nature  delà  courbc^AfD  étant  donnée, 

on  trouvera  des  valeurs  de  dy^  di  ddyen  dx\ou  de  dx'-  &c 
ddy  en  dy\  lelquelles  étant  ïubftituées  dans  les  formules 

précédentes,  donnerontpour  M-t'une  valeurdélivréedes 
différencesj&:  entièrement  connue.  Et  menant  ii'Cperpen- 
diculairefur  ME ,  elle  ira  couper  A/C  perpendiculaire  à 
la  courbe,  au  point  cherché  C.  Ce  qui  ctoit  propofé. 

Kij 
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Corollaire    I. 

TiG.6j.6S.  7°*  A  caufe  des  triangles  réftançIesrennbIabIesJl4'-R>K& 

MEC,\'on  aura  dans  le  premier  cas  MC=  -^'ï l^Tu^'^ » 

&  dans  le  fécond  cas  MC =^-^^^2tJ^^^^ . 

R  E  M  A  F.  Qja  E. 

79*  1  Ly  a  encore  plufieurs  autres  manières  de  trouver 

les  rayons  de  la  dévelopée.  J'en  mettrai  ici  une  partie, 
afin  de  donner  différentes  ouvertures  à  ceux  qui  ne  polie- 
dent  pas  encore  ce  calcul. 

Premier  cas  four  les  courbes  dont  les  appliquées  font 

perpendiculaires  à  l'axe. 
FiG,67,  Première  manière.  Soit  prolongée  MR  en  G  où  elle 

rencontre  la  perpendiculaire  mC.  Lts  angles  droits 

MRm,  MmG donneront  KG  =  —  j  &par  conféquentAfG 

dx Or  à  caufe  des  triangles  fêmblablcs  MRm, 

MP^{  les  points  ̂ ,  q  marquent  les  interfeclions  des 

perpendiculaires  infiniment  proches  MC,  »«C  avec  l'axe 

^S  )  il  vient  M^=  ̂ I^^^^t^ ,  PS.j=  -^f }  &  partant 

^,^=:x-+-i~j  dont  la  différence  donne  (  en  prenant  dx 

pour  confiante)  Q_q  =  dx •+• 'i^''-'^^'*'^^  ;8;àcaufedestrian- 

gles  femblables  CMG.CQ^^,  l'on  aura^l^G — Q.q(~j~)-  MG 

(  —û-x — J  •■••  ̂ ^  (   TT-^J  ■  ̂̂   —   ^:^d^ry   -• 
Seconde  manière.  Ayant  décrit  du  centre  C  le  petit 

arc  ̂ p,  les  petits  triangles  rédangles^;^^ ,  MRm  feront 
femblables ,  puifque  Mm , ^  6i  MR ,  Qç]  fonc  parallèles  ; 

&  partant  Mm  {Vdx^-i-df).  MR  (dx)r.  0^^-^^^^^^^^^^^). 

^Q^i;îh±^t±l^,  Or  les  fcdeurs  femblables  CMm, "'-^  ydx>-^dy-^ 
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Troifiém&  manière.  Menant  les  tangentes  infiniment 

proches  MT,  mt,  on  aura  PT — AP  ou  AT  =  ̂  — ^t 

dont  la  difFérence  donne  7*^?= — "['y'  ;  6c  décrivant  du 
centre  m  le  petit  arc  TH,  on  formera  le  triangle  réclan- 
g^e  HTt  fe mbhhk  à.  Rm M,  car  les  ângks  HtT,  RMm  ou 

PTMÎQnx.  égaux,  ne  différant  entr'eux  que  de  l'angle  Tmt 

qui  efl:  infiniment  petit  ;  ce  qui  donne  Mm  (  >/àx'-  -*-dj/'-)- 

mR  (dyj  :  ;  Tt  {  —^^  ) .  TH=  -  "Z^ .  Or  les  fc- 

aeurs7'»27d^,AfCwîfontfemblables,carrangler»î^-t-il/wC 
vaut  un  droit,  &.  l'angle  iV/;«C-+-;VfCw»  vaut  auffi  un  droit 
à  caufe  du  triangle  CMm  confideré  comme  rédangle  en 

M.  Donc  TIM-~_->ff^J .  Mm  fVd^c'^^)  :  :  Tm 

ou  TU  (^J^y^  ).MC=  ̂ "^^^Iir^  • 
Quatrième  manière.  On  marquera*  les  différences /ë-  »^«.  (T4. 

condes  en  prenant  dx  pour  confiante  j  &  les  triangles  ré-  Fie.  65». 
dangles  femblables  HmS ,  Hnk  donneront  Hm  ou  Mm 

(  \/dx^  -^  dy^-j  .  mS  ou  MR  ( dx )  :  :  Hn  (■—  ddy  J  .  nk 

=  —  Yd^^^jï-  ̂ '^  l'angle  hnn  eft  égal  à  celui  que  font 

entr'elles  les  tangentes  aux  points  M.,m;  &  partant  corn, 
me  l'on  vient  de  prouver ,  égal  à  l'angle  MCm  ;  d'où  il  fuit 

que  les  fécleurs  mnk^MCm  font  femblables,  &  qu'ainfi  nk 
dxddy       N  ;  w    ""   

(  ""  rE^^J^-J  •  ««-^  ou       -^«2  (  V  ̂•^'  -+-  dy-  )  :  :  Mm   *Art.z. ydx^  -t-  dy^ 

(y/dx^^dy^).  MC=^^^^^-y-^£f^^.  On  prend  niH 

ou  Mm  ̂ oimnk,  parcequ'elles  ne  différent  entr'elles  que 

de  la  petite  droite  Hk  infiniment  moindre  qu'elles;  de 
même  que  Hn  eft  infiniment  moindre  que  Rm  ou  Sn. 

Kiij 
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Second  cas  four  les  courbes  dont  les  appliquées  fattent 

d'un  mime  point  fixe. 

Fi«.  6%.  Première  manière.  Ayant  mené  du  point  fixe  5  les  per- 
pendiculaires/?p,5/fur  les  rayons  infiniment  proches  CM, 

Cm;  les  triangles  récT;angIes;;«Afi?,.ff  A//',  qui  font  fembla- 
blés  (puifqu'aioiîcantauxangIeswMiî,2?A/i^le  même  an- 
glei^yWiî,ils  compofent  chacun  un  angle  droit),  donneront 

MF  ou  MH=-^^dt=.,  Se  BF=  -=JÈ=-.  dont  la  difFé- 
y  dx'- -i- ay^  yux'--^dy'^ 

rence (en prenant  fl'.v  pour  confiante)  efti;?/ — £F o\iHf 
djr-df.  ̂ d,^.^yixUdy  _  Q^  ,  ̂ ^^^^  j^^  ̂.^^^^^  femblables tlx'-  -»-  dy^  X  ydx-  -t-  dy 

CMnijCHf.,  on  forme  cette  proportion  Mm —  Hf.  Mm 

::  MM.  MC,  ̂ partant  ;i,c==g^^pf  • 

*  Art.n.     Seconde  manière.  On  marquera*  les  différences  fecon- 
FiG.  70.  des  en  fuppofant  dx  confiante  ;  &  les  féâeurs  femblables 

BmS,  mEk  donneront  Btn  (y) .  mS  (dx)  :  :  mE  (Vdx-  -t-  dy'') . 

£k=  — — '^""*"  -^^    Or  à  caufe  des  triangles  rédangfes 

femblables  HmS,  Hnk,  l'on  aura  //«ou  Mm (\/ dx" -^  df ) . 

mS  ou  MR  !  dx)  :  :  Hn  f  —  ddy)  .nk  =   "^li^l^     p. 
'  ^  Ydx'-'::^irdf.-  ̂ ^ 

dx*  j^dxdy^  — ydxddy 

partant  En^=  yyux'-^df- — "  i  ̂  prenant  une  troifie- 
me  proportionnelle  à  £«,  EmoxxMm,  les  fédeurs  fem- 
blables  Emn,  MCm  donneront  pour  MC  la  même  valeur 

qu'auparavant. 

Si  l'on  nomme  Mm  ( Vdx^ -t-  dy'-).^  du;  &  qu'on  pren- 
ne dy  pour  confiance  au  lieu  de  dx .,  on  trouvera  dans 

le  premier  cas  MC  =  ~^ ,  &  dans  le  fécond   MC 

=  J^^^'^JdJTTx  •  ̂̂   ̂"fi'^  'î  l'o"  prend  du  pour  confian. 
te ,  il  vient  dans  le  premier  cas  MC  =  _^?p  ou  -^ ^  —  day  ciUx 

(  parceque  la  différence  de  dx'-  h-  dy'-  =  du   eft  dxddx 
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•  dyddy  =  o^bc qa'ainfi  ̂ |r-=  ̂ ^-^  j  &  dans  le  fécond  ̂  

MC=r4^^^^o^x       ^
'■'^" Ux-  — '  ydUy  dxdy  ~\^yUUK  * 

Corollaire     II. 

oO«  C^  o  M  M  E  l'on  ne  rrouve  pour  ME  ou  MC  qu'une  Fie.  71. 
feule  valeur,  il  s'enfui:  qu'une  ligne  courbe  AMD  ne  peut 
avoir  qu'une  feule  developee  BCG. 

Corollaire     III. 

Si.  s  I  la  valeur  de  ME  T^^^^V  ou  ijj^^^^-^)  Fi«-  ̂ 7-  «S- 
efl:  pofitive,  il  faudra  prendre  le  point  E  du  même  côté 

de  l'axe  ̂ ^  ou  du  point  ,5,  comme  l'on  a  fuppofë  en  fai- 
fant  le  calcul  -,  d'où  l'on  voie  que  la  courbe  fera  alors  con- 

cave vers  cet  axe  ou  ce  point.  Mais  fi  la  valeur  Aq  ME 
eft  négative  ,  il  faudra  prendre  le  point  E  du  côté  oppo- 

fé  ;  d'où  l'on  voit  que  la  courbe  fera  alors  convexe.  De 
forte  qu'au  point  d'inflexion  ou  de  rebroulîement  qui  fe- 
pare  la  partie  concave  de  la  convexe,  la  valeur  de  ME 
doit  devenir  de  pofitive  négative  ̂   &  partant  les  perpen- 

diculaires infiniment  proches  ou  contigues  doivent  devc. 
nir  de  convergentes  divergentes.  Or  cela  ne  fe  peut  fai- 

re qu'en  deux  manières.  Car  ou  elles  vont  en  croilîant  â 
mefure  qu'elles  approchent  du  point  d'inflexion  ou  de 
rebrou (Teinen t  ;  ic  il  faudra  pour  lors  qu'elles  deviennent 
parallèles ,  c'efl:  à  dire  que  le  rayon  delà  dévelopée  foit  in- 

fini: ou  elles  vont  en  diminuant;  6c  il  faudra  nécelTaire- 

ment  alors  qu'elles  tombent  l'une  fur  l'autre,  c'efl  à  dire 
que  le  rayon  de  la  dévelopée  foit  zéro.  Tout  ceci  s'ac- 

corde parfaitement  avec  ce  que  l'on  a  démontré  dans  la, 
fétlion  précédente. 

R.  E  M  A  R  QJJ  E. 

o^'  C./0  MME  l'on  a  cru  jufqu'ici  que  le  rayon  de  la 
dévelopée  étoic  toujours  infiniment  grand  au  point  d'in- 
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flexion  ,  il  efl:  à  propos  de  faire  voir  qu'il  y  a  ,  pour  ainiï 
dire,  une  infîniré  de  genres  de  courbes  qui  ont  toutes 

dans  leur  point  d'inflexion  le  rayon  de  la  dévelopee  égal 
à  zéro  j  au  lieu  qu'il  n'y  en  a  qu'un  fêul  genre  dans  lequel 
ce  rayon  foit  infini. 

F1G.71.  Soit  i?^C  une  des  courbes  qui  ont  dans  leur  point  d'in- 
flexion^ le  rayon  de  la  de vclopée  infini.  Sil'ondévelope 

les  parties  5^,  ̂ Cj  en  commençant  au  point  ̂ ^iil  efl:  clair 

qu'on  formera  une  ligne  courbe  DAE  qui  aura  auffi  un 
point  d'inflexion  dans  le  même  point^^,  mais  dont  le  rayon 

de  la  dcvclopée  en  ce  pomt.  fera  é^a!  à  zéro.  Et  ̂ \  l'on formoic  de  la  môme  forte  une  troilîéme  courbe  par  le 
dévelopement  de  la  féconde  T)AE^  &C  une  quatrième  par 

le  dévelopement  de  la  troifiéme,  Se  ainfi  de  fuite  à  l'in- 
fini; il  eft  clair  que  le  rayon  de  la  dévelopee  dans  le  point 

d'inflexion  A  de  toutes  ces  courbes,  feroit  toujours  égal 
à  zéro.  Donc,  &c. 

Proposition      IL 

Problême. 

FrG.  7i.  83.  Trouver,  dans  /es  coudes  AMD,  où  Taxe  AB  fait 
avec  la  tangente  en  A  un  angle  droit ,  le  point  B  où  cet  axe 
touche  la  dévelopee  BCG. 

Si  l'on  fuppofe  que  le  point  ilf  devienne  infiniment  près 
du  fommct  A,  il  efl:  clair  que  la  perpendiculaire  y\f^ren- 

Gontrera  l'axe  au  point  cherché  B  id'oià  il  fuit  que  fi  l'on 
cherche  en  général  la  valeur  de  PQ[^  )  an  x  o\i  eny-, 

&  qu'on  falîe  enfuite  x  on  y  z=  0  ̂   on  déterminera  le 
point  P  à  tomber  fur  le  point  ̂ ,  Si  le  point  Q^  fur  le 

point  cherché  S  7  c'efl;  à  dire  que  PQ^  deviendra  alors 
égnle  à  la  cherchée  AB.  Ceci  s'éclaircira  par  les  exem- 

ples qui  fuivent. 
Exemple    I. 

FiG.  -z.    04.  5  o  t  T  la  courbe  AMB  une  Parabole  qui  ait  pour 

para- 
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paramètre  la  droice  donnée  a.  L'équation  à  la  parabole 
efl:  ̂ x  =  «/!/,  dont  la  différence  donne  dy=-^-^  =  -^  5  & 

prenant  la  différence  de  cette  dernière  équation ,  en  fup- 

pofant  dx  confiante,  on  trouve  ddy  =  ~""^'^,  Subftituanc 

enfin  ces  valeurs  ci  Ja  place  de  ̂   &  de  ddy  dans  la  formu- 

le  ̂^1±^\  on  aura  *ME=^  tE^^  /^  ̂   IfZHI.  *  j,,,  ̂ j. 
Ce  qui  donne  cette  conftruâiion. 

Soit  menée  par  le  point  7*011  la  tangente  AfT"  rencon- 
tre l'axe  ,  la  ligne  TE  parallèle  à  MC  i  je  dis  qu'elle  ren- 

contre  M.P  prolongée  au  point  cherché  E.  Car  les  angles 

droits  MPT,  MTE  donnent  MF (y/âx) .  PT(2x)  :.•  PT 

(zx)  .PE^=V^--=  t^^ j  &  par  conféquent  MP -h PE 
Vax  ai- 

  ,  / —    .    ̂ xY^ =  Vax  ■+■   •  • a 

De  plus  à  caufe  des  triangles  réiflangles  MPQ^MEC,  l'on 

aura P M fVl-xJ.PClf{aJ:: ME {>/.7^-t-~^J-EC ou PK     ,    ■ 
=  7^  -t-2A.-.  6c  partant  ,^K  =  2x.  Ce  qui  donne  cette 
nouvelle  conftruclion. 

Soit  prife  ̂ ^  double  de  ̂ 7*,  ou  (  ce  qui  revient  au 
même)  foit  pnie PK  égale  à  TQ^,  Se  ibit  menée  KC  pa- 
ralleleà  PM.  Elle  rencontrera  la  perpendiculaire iWC en 
un  point  C  qui  fera  à  la  dévelopée  BCG. 

Autre  maniére.j/y  -—  ax^  &  2ydy  =  adx  dont  la  différence 

(en  fuppofanti^Ar  confiante)  àom-\ç zdy"-  -^ 2yddy  ̂ ^0  ;  d'où 

l'on  tire — ddy=.^.  Et  mettant  cette  valeur  dans  la 

formule— "^"^  on  trouve*.M£=^^^^^^^^i^'i& partant  *Art.-n. 

EC  ou  PK  =  ̂ :^^  =f  ̂ y^^^P^^j^r  ou 
T^  Ce  qui  donne  les  mêmes  conftrudions  qu'aupara- 

vant. Car  MP.  PT::  dy .  dx  ::  PT(^)  .  PE  =^^-^  =± 
L 
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Pour  trouver  à  préfenc  le  point  B  où  l'axe  j4B  touche 

la  dévelopée  BCG.  On  a  PQ,(~^)  =  j  a.  Or  comme 

cette  quantité  eft  confiante ,  elle  demeurera  toujours  la 

même  en  quelque  endroit  que  fe  trouve  le  point  M.  Et 

amfi,  lorfqu'U  combe  fur  le  fommet^,  l'on  aura  encore 
P^qui  devient  en  ce  cas  AB  =  ~a. 

Pour  trouver  la  nature  de  la  dévelopée  BCG  à  la  ma- 

nière de  De/cartes.  On  nommera  la  coupée  BK,te}  l'ap- 

pliquée KC  ou  jPE,  t;  d'où  l'on  aura  CK(t)  =  ̂ ~i' 
icAP-^  PK — AB(u)=^x\  mettant  donc  pour  a  fa  va- 

leur ja  dans  l'équation /  =  il?2llj  l'on  en  formera  une 

nouvelle  z;7att'=j6u}  qui  exprimera  la  relation  de  BKà. 

KC.  D'où  l'on  voit  que  la  dévelopée  BCG  de  la  parabole 
ordinaire  eft  une  féconde  parabole  cubique  dont  le  para- 

mètre eft  égal  kj~  du  paramètre  de  la  parabole  donnée. 

ïiG,  75.  Il  eft  vifibie  que  la  dévelopée  CBC  de  la  parabole  com- 
mune entière  iVf^M  a  deux  parties  C/i,5Cqui  ont  leurs 

convexités  oppofées  l'une  à  l'autre,  de  lorte  qu'elles  for- 
ment en  B  un  point  de  rebroulTenient. 

Avertissement. 

Fj6.  71.  On  entend  par  courbes  géométriques  AMD,  BCG  ceBes 
dont  la  relation  des  coupées  A  P ,  B  K  aux  appliquées  P  M ,  K  C, 

fe  peut  exprimer  par  une  équation  où  il  ne  fe  rencontre  point 

de  différences  ;  é-  on  prend  pour  géométrique  tout  ce  qu'on 
peut  faire  par  le  moyen  de  ces  lignes.  L'on  fuppofe  ici  que  les 
coupées  é"  II!  appliquées  foient  des  lignes  droites. 

Corollaire. 

Sf-  Lorsque  la  courbe  donnée  AMD  cfi:  géométri- 

que ,  il  eft  clair  que  l'on  pourra  toujours  trouver  (  comme 
dans  cet  exemple  )  une  équation  qui  exprime  la  nature  de 
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fa  dévelopée^CG;  &  qu'ainfi  cette  dévelopée  fera  auffi 

géométrique.  Mais  je  dis  de  plus  qu'elle  fera  rcftifiable, 
c'eft-à-dire  qu'on  pourra  trouver  géométriquement  des 
li<^nes  droites  égales  à  une  de  fes  portions  quelconque 

^Cicarileftévident+quel'ondétermineraaveclefecours  *^«-  ?;• 
delà  ligne  y^Â/D,  qui  eft  geométrique,fur  la  tangente  CM 
de  la  portion  ̂ C,  un  point  JW  tel  que  ladroiteCiW  ne  dif- 

férera de  la  portion  .êcque  d'une  droite  donnée  .<4J7. 

Exemple    II. 

o^'  Soit  la  courbe  donnée  MD-M  une  hyperbole  en-  Fig.  74. 

tre  fes  afymptotes ,  qui  ait  pour  équation  aa  =.xy. 

On  aura  ̂   =  ;c,  =:^  ==  àx,  Se  fuppofant  dx  con- 

Ç\:^nts*Zff^Éi^:s^^^  =  o;d'oùVoa  tire  ddy  =.'-^ i  &c  "^^r/.  i. 

mettant  cette  valeur  dani-ii^^',  il  vient*^^£=;^^^^^<^:  »^^;.  7,. 

de  forte  que  £C  ou i'iC  =  —  £^  — ^.  Ce  qui  donne  ces 
conftruciions. 

Soit  menée  par  le  point  T  o\\.  la  tangente  iWT' rencon- 
tre rafymptote  AB^  la  ligne  TS  parallèle  à  MC  &  qui  ren- 

contre M P  prolongée  en  j  i  foit  prife  ME  égale  à  la 

moitié  de  MS  de  l'autre  côté  de  rafymptote(que  l'on  re- 
garde ici  comme  l'axe)  parceque  fa  valeur  eft  négative; 

ou  bien  foit  prife  PK  égale  à  la  moitié  de  2" (7  du  même 

c^té  du  point  T :  je  dis  que  fi  l'on  mené  EC  parallèle  ou 

KC  perpendiculaire  à  l'axe .  elles  couperont  la  droite  MC 

au  point  cherché  C.  Car  il  eft  clair  queiU.S  — ■^'^'''^,— ', 

Scquer^^^^^-H-^- 
Si  l'on  fait  quelque  attention  fur  la  figure  de  l'hyper- 

bole yW/JjW,  on  verraquefa  dévelopée  CZCdoit  avoir  un 
point  de  rebrou/Tement  Z,de  même  que  la  dévelopée  de 
la  parabole.  Pour  le  détermmer  je  remarque  que  le  rayon 
DX  de  la  dévelopée  eft  plus  petit  que  tout  autre  ravon 

Lij 
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*jdrt.  yî.  MC  ;  d'où  il  fuit  que  la  différence  de  fon  exprefllon* 

*Se5l.}.    dx-^-t-dy'-ydx^-^-dy^       dx^^dyit  fera^nullc  ou  infinie.   Ce —  dxddy  —  dxddy 

qui  donne  ,  en  prenant  toujours  àx  pour  confiante  , 

^^dxdyiâf-ix-^dy^  ^-t-  dxUiydx--^dy-'-  ^  __  ̂   q^  ̂ .   J'^^  çjj 
dx^ddy^  

' 

divifant  par  ̂^-  -r  ̂ '  \  &  multipliant  enfuite  par  dxddy-, 
on  tire  cette  équation  dx'dddy  -t-  d/dddy  — ^djddf  =  o 
ou  oo ,  qui  fervira  à  trouver  pour  x  une  valeur  yîH  telle 

que  menant  l'appliquée  HD  ôc  le  rayon  DZ  de  |a  dévelo- 
pée,  le  point  Z  lera  le  point  de  rebrouCrement  cherché. 

On  a  dans  cet  exemple^  =  ̂   ,  dy=^~ ""'- ,  c/^ 
xaadx^      jjj  — 6aftdx^     /~^,    n 

=  —-^j-,dddy=  — —   Lelt  pourquoi  mettant  ces  va, 

leurs  dans  l'équation  précédente,  on  trouve  ̂ H (x)  =  a. 
D'où  il  fuit  que  le  pomtZ)  eft  le  fommet  de  l'hyperbole, 
&  que  les  lignes  AD,  DL  ne  font  qu'une  même  droue.^Z 

qui  en  eft:  l'axe. Exemple    III. 

Fis,  71. 74.  87.  Soit  l'équation  générale  ̂ ™  =  a:  qui  exprime  la 
nature  de  toutes  les  paraboles  à  l'infîni  lorfquel'exporanc 
»î  marque  un  nombre  pofitif  entier  ou  rompu,  6c  de  toutes 

les  hyperboles  lorfqu'il  marque  un  nombre  négatif. 
On  aura  wy" "'</)'  =  i^-«  dont  la  différence  donne,  en 

prenant  dx  pour  confiante,  mm — my'"~'^dy'-  n-  my'"'' 

<;£^==  0;  ̂   en  divifant  par  w/'~ ',  il  vient —</«/)'  =  ̂ -—^^i 

*^?-«.  77.   d'où  mettant  cette  valeur  dans  ■  ''_'*^f^''- ,  on  tirera*  A/£ 

:  i^^:±^  ;  &  partant  JE  C  ou  /'ic —    yiy m  —  irfy'  m  —  \dx         tri—  \dy 

Ce  qui  donne  ces  conflrudions  générales. 

Soit  menée  par  le  point  7"  où  la  tangente  MT'rencon- 
tre  l'axe  AP,  la  ligne  T$  parallèle  à  MQ  ôc  qui  rencontre 
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MP  prolongée  au  point  5  J  foie  prife  MU  =  j^-—i^^  > 

ou  bien  foie  prife  PK  =-^4r;  "^Q^  ̂^  ̂^  ̂'^'"^  ̂ "^  ̂^  ̂'°" 
mené  par  le  point  E  une  parallèle,  ou  par  le  point  K  une 

perpendiculaire  à  l'axe, elles  rencontreront  ikfC au  point cherché  C. 

Si  w  eft  négatif,  comme  il  arrive  dans  les  hyperboles ,  Fis.  i\  ■ 
h  valeur  de  Af£  fera  négative;  Se  par  confeqiient  elles 
feront  convexes  vers  leur  axe  qui  fera  alors  unealympto- 

te.  Mais  dans  les  paraboles  ou  m  efl:  pofitif ,  il  peut  arri- 

ver deux  cas.  Car  ou  m  fera  moindre  que  /,  6i  alors  elles  ric.  yj. 
feront  convexes  du  côté  de  leur  axe  ,  qui  fera  une  tan- 

gente au  fommet  :  ou  m  furpaflè  i,  &:  alors  elles  feront   Fie.  71. 
concaves  vers  leur  axe  qui  ièra  perpendiculaire  au  fom- 
met. 

Pour  trouver  dans  ce  dernier  cas  le  point  .B  oi^i  l'axe 

u^P  touche  la  dévelopée.  On  a  PQ.C^)  ̂ ^  ̂~~^  '  *-'- 

qui  donne  trois  difFérens  cas.  Car  ou  m  ==  2,  ce  qui  n'arri. 
ve  que  dans  la  parabole  ordinaire ,  6c  alors  l'expofant  de  y 
étant  nul,  cette  inconnue  s'évanouit  ;  &:  par  confequenc 
AB  =  \ ,  c'eft-à-dire  à  la  moitié  du  paramètre.  Ou  m  eft 
moindre  que  z ,  &c  alors  l'expofant  de  j  étant  pofitif, 
elle  fe  trouvera  dans  le  numérateur,  ce  qui  rend  (  en  l'é- 

galant^ à  z.ero  )  la  fradion  nulle  :  c'eft-à-dire  que  le  point  *yJit.  Sj. 
£  tombe  en  ce  cas  fur  le  point  ̂   comme  dans  la  féconde 

parabole  cubique  axx  —/.  Ou  enfin  m  furpafle  2 ,  &  alors  Fjg.  7^, 

l'expofant  de  ̂   étant  négatif,  elle  fera  dans  le  dénomi- 
nateur,  ce  qui  rend  (  lorlqu'elle  devient  zéro  )  la  fraâion 

infinie  :  c'eft-à-dirc  que  le  point  i?  dï  infiniment  éloigné 
du  pointa,  ou  (ce  qui  eft  la  même  choie )  que  l'axe  ̂ li 
eft  afymptote  de  la  dévelopée  comme  dans  la  première 

parabole  cubique  aax  =«  v'.  On  peut  remarquer  dans  ce  Fig.  77. 
dernier  cas  que  la  dévelopée  CZO  de  la  demi- para- 

bole A  DM  a  un  point  de  rebrouffement  Z  ;  de  iorce 

que  par  le  dévelopemenc  de  la  partie  ZO  continuée  à  l'in- 
fini, le  point  D  ne  décrit  que  la  portion  déterminée  DAi 

L  iij 
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au  lieu  que  parle  dévelopementde  l'autre  partieZC  con- 
.     tinuëe  aulli  à  l'infini ,  il  décrie  la  portion  infinie  DM. 

On  dccerminera  le  point  Z  de  même  que  dans  l'hy- 

perbole. Soit  par  exemple  aax=y^  oa^  =  x  ' ,  on  aura 

(ly=^x~^dx,ddy=z-^x~  '^dx\  dddy  =  ifX~  '' dx'  ; 
&  ces  valeurs  étant  fubftituées  dans  l'équation  dx^dddy 

*An.  Su.  -*-  dy'-dddy  —  jdyddy^  =  o ,  on  trouvcra*^iï(Oiry =^~; j . 
Il  en  eft  ainii  des  autres. 

R  E  M  A  R  QJJ  ï. 

oo.  J^  N  fuppofant  que  m  furpa/TcT-j  afin  que  les  para- 
boles fuient  toujours  concaves  du  côté  de  Jeur  axe  ,  il 

peut  arriver  difFérens  cas.  Car  fi  le  numérateur  de  la  fra- 
dion  marquée  par  »2efl:  pair,  &  le  dénominateur  impair; 

Ï1G.75.  toutes  les  paraboles  tombent  de  part  &:  d'autre  de  leur  axe 
dans  une  pofition  femblable  à  celle  de  la  parabole  ordinai- 

re. Mais  fi  le  numérateur  6c  dénominateur  font  chacun  im- 

pair ;  elles  ont  une  pofition  renverfée  de  part  &  d'autre  de 

leur  axe,  en  forte  que  leurfommet^eflun  point  d'inflé- 

Fic.  77.  xion,  comme  la  première  parabole  cubique  x=^y^  ou- 

aax=y\  Enfin  iî  le  numérateur  étant  impair,  le  déno- 
minateur eft  pair;  elles  ont  une  pofition  renverfée  du 

même  côté  de  leur  axe,  en  forte  que  leur  fommet^eft 

FiG.  76.  un  point  de  rebrouflement ,  comme  la  féconde  parabole 

cubique  AT  =  ̂ '  ou<^xAr=y.  Tout  cela  fuit  de  ce  qu'une 
puiflance  paire  ne  peut  pas  avoir  une  valeur  négative. 
Cela  pofé ,  il  eft  évident , 

FiG.  77.      1°.  Que  dans  le  point  d'inflexion >^,  le  rayon  de  la  dé- 
velopée  peut  être  infiniment  grand  comme  dans  aax=y^^ 
ou  infiniment  petit  comme  dans  aax^=:f. 

FiG.  76.       1°.  Que  dans  le  point  de  rebroufi^ement  A  ,  le  rayon  de 
la  dévelopée  peut  être  ou  infini  comme  dans  a^xx=y''y 
ou  zéro  comme  àznsaxx=y^. 
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3°.  Qu'il  ne  s'enfuit  pas  de  ce  que  le  rayon  de  la  deve-  Fio.  7}. 
lopee  eft  infini  ou  zéro,  que  les  courbes  ayent  alors  un 

pomc  d'inflexion  ou  de  rebrouflèment.  Car  dans  a^x  -—y* 
il  eft  infini ,  dans  ̂ x'  =y^  il  eft  nul  5  Se  cependant  ces  pa- 

raboles tombent  de  part  &  d'autre  de  leur  axe  dans  une 
pofition  femblable  à  celle  de  la  parabole  ordinaire. 

Exemple     IV. 

^9'  Soit  la  courbe >^AfD  une  hyperbole  ou  une  ellipfe  FiG.78. 79» 
qui  ait  pour  axeAHfaJ,  &c  pour  paramètre  ̂ JYJ^A___ 

jabx'^  hxx On  aura  par  la  propriété  de  ces  lignes  j'  =  v      y«      > 

l'yaabx -^  aixx  j^anùx -+■  ̂ nhxxyaahx -^ahxx 

donc  l'on  mec  ces  valeurs  dans  '^'"'^  "^^^J^^^ "*"  '^^''  expref- 
fion  générale  de*  i^c,  on  trou vera dans  ces  deux  courbesiWC  *^n.  7S. 

—  —^  —  ~~ 

=  ̂ f  ,  puifque  de  part  &  d'autre  Ma(-^^^^^^^J 

cette  conftrudion  qui  fêrt  auflî  pour  la  parabole. 

Soit  prife  MC  quadruple  de  la  quatrième  continuelle- 
ment  proportionnelle  au  paramètre  AF  6c  à  la  perpendi- 
culaire  Af^termmée  par  l'axe  j  le  point  C  fera  à  la  dévc- iopée. 

Si  l'on  faicjf==o,onaura*.^^  =  i^  Et  fî  Ton  fait  dans  *Art.^^,. 
l'ellipfe  x  =  {a,  on  trouvera  DG=~X,  c'eft-à-dire  Fis. 79. 
égal  à  la  moitié  du  paramètre  du  petit  axe.  D'où  l'on  voit 
que  dansTellipfe  la  dévelopée  SCG  fe  termine  en  un 
point  G  du  p^cit  axe  BO  où  elle  forme  un  point  de  re- 
brouiïëment;  au  lieu  que  dans  Ja  parabole  &  l'hypcrbo! 
elle  s'étend  à  l'infini.  ^ 

le 
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Si  rf  :^  ̂   dans  rellipfe,  il  vient  iVfC  =^4- rfJ  d'où  il  fuit  que 
tons  les  rayons  de  la  developce  font  égaux  entr'eux,  &c 
qu'elle  ne  fera  par  confequent  qu'un  point  :c'eft  à-dire  que 
l'ellipie  devient  en  ce  cas  un  cercle  qui  a  pour  dévelopée 
fon  centre.  Ce  que  l'on  fçait  d'ailleurs  être  véritable. 

Exemple  V. 

FiG.  So.  50.  S  OIT  la  courbe^iWDunelogarithmique  ordinai- 
re,dont  la  nature  efl:  telle  qu'ayant  mené  d'un  de  les  points 

quelconqueAfla  perpendiculaire^/' fur  l'afymptote/C/', 
&  la  tangente  MTi  la  foutangente  PtCoiz  toujours  égale 
à  la  même  droite  donnée  a. 

différence  donne,  en  prenant  ̂ .v  pour  conftantey/c=-— 

*Jrt.yj.  :=■—;  &  mettant  ces  valeurs  dans-î^-=^,— ,  on  trouve  * ail  —  ddy     ' 

y  ^ 
qui  donne  cette  conflruiflion. 

Soit  prife  PK  égale  à  TQ^da  même  côté  de  T,  parce- 
quc  fa  valeur  efl:  négative  ;  &  foit  menée  KC  parallèle  à 

Î'M :  je  dis  qu'elle  rencontrera  la  perpendiculaire  MC 

au  point  cherché  C.  Car  T(2_=  '"^'^''^  • 
Si  l'on  veut  que  le  point  M  foit  celui  de  la  plus  grande 

courbure  ,  on  fe  fervira  de  la  formule  dx^dddy  -+■  dy'dddy 
*^rt.?,6.  — ^dyddy^  =  0^  que  l'on  a  trouvée  *dans  l'exemple  fé- 

cond ;  &  mettant  pour  dy^  ddy^  dddy  ̂   leurs  valeurs  —  > 

^^,  ~  ,  on  trouvera  PiW /"W  =  ̂ Vt  ■ 

Il  efl:  clair,  en  prenant  dx  pour  confiante ,  que  les  ap- 

pliquées^ font  entr'elles  comme  leurs  différences^  ou 

■^  ;  d'où  il  fuit  qu'elles  font^aufTi  une  progreffion  géo- 

métrique. Car  fi  l'on  conçoit  que  l'afymptote  ou  l'axe /'J^ 
foit  divifé  en  un  nombre  infini  de  petites  parties  égales 

P£  ou  MR ,  ffon  mS  ,  /g  ou  nH,  Sic.  comprifes  entre  les 

appli- 
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appliquées 7' Af,/'w,/«,gOj&c.  l'on  3iVt3i P M . pm-.: Rm . Sn 
:: PM-^Rnio\ipm.pm-i-Sn  ou  fn.  On  prouve  de  même 
que pm.fn  ::fn.go,  &c  ainfi  de  fuite.  Les  appliquées  PM, 

f>n,fn,  go.  Sic.  feront  donc  entr'elles  une  progreffion  géo- 
métrique. 

Exemple     VI. 

9^'  o  o  I T  la  courbe  ̂ MD  une  logarithmique  fpirale ,  Fig,  St. 

dont  la  nature  eft  telle  qu'ayant  mené  d'un  de  fes  points 
quelconque  M  au  point  fixe  ̂ ,  qui  en  efl:  le  centre,  la 

droite  MA  &i  la  tangente  MTi  l'angle  A  MT  foit  par  tout le  même. 

L'angle  AMT ou ^mM étant,  confiant,  la  raifon  de  niR 
(ày)  à  RMfdx)  fera  auffi  confiante.  Il  faut  donc  que  la 

différence  de  -^  foit  nulle  ;  ce  qui  donne  (en  fuppofant^.v 

confiante)  ddy:=^o.  C'efl:  pourquoi  effaçant  le  tefmeyddy 

*^^"^  iiJ'.+-~^^—''m  exprefîîon*  générale  de  ME  lorfque  ̂ A-t.  77. 
les  appliquées  partent  toutes  d'un  même  pointjon  trouve 
ME-'=y,  c'efl-à-dire  ME^=AM.  Ce  qui  donne  cette conftrudion. 

Soit  menée  AC  perpendiculaire  fur  A  M.,  &  qui  ren- 
contre en  C  la  droite  MC  perpendiculaire  à  la  courbe  j  le 

point  C  fera  à  la  dévelopée  ACB. 

Les  angles  y^ Mr,^CAf  font  égaux,  puifqu'étant  joints 
l'un  &  l'autre  au  même  angle  AMC  ils  font  un  ant^le 
droit.  La  dévelopée  ̂ CG  fera  donc  la  même  logarithmi- 

que fpirale  que  la  donnée  AMD.,  &:  elle  n'en  différera 
que  par  fa  pofition. 

Si  l'on  fuppofe  que  le  point  C  de  la  dévelopée  ACG 
étant  donné ,  il  faille  déterminer  la  iongueurCJW"  de  ion 
rayon  en  ce  point ,  qui  *  efl:  égal  à  la  portion  AC  qui  fait  ̂ Art.  -jj. 
une  infinité  de  retours  avant  que  de  parvenir  en  ̂ iil 

cfl:  clair  qu'il  n'y  a  qu'à  mener  v^Af  perpendiculaire  fur 
AC.  De  forte  que  (i  l'on  mené  AT  perpendiculaire  fur M 
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AM,  la  tangente  "MT  fera  auffi  égale  à  la  portion  AM 
de  la  logarithmique  fpiraie  donnée  AMD. 

Si  l'on  convoie  une  infinité  d'appIiqiiées^A/,^w,^», 
^0,  &c.  qui  falTent  entr'elles  des  angles  infiniment  petits 
&  égaux  -,  it  eft  clair  que  les  triangles  MAm,  m  An.,  nAo^ 
&c.  feront  remblables,puifque  les  angles  en  >^  font  égaux, 
&  que  par  la  propriété  de  la  logarithmique  ,  les  angles 
en  w,  «,  <?,  &c.  le  font  auffi.  Et  partant  AM .  Am  ::  Am. 

An.  Et  Am .  An  :.•  An .  Aa.  8c  ainfi  de  fuite.  D'oii  l'on  voit 
que  les  appliquées  AM,  Am,  An,  Ao,  &c.  font  une  pro- 

greffion  géométrique  lorfqu'elles  font  entr'elles  des  an- 
gles égaux. 

Exemple    VII. 

Fic.Sz.  9Z.  Soit  la  courbe  AMD  une  des  fpirales  à  l'infini, 
formée  dans  le  fedeur  BAD  avec  une  propriété  telle 

qu'ayant  mené  un  rayon  quelconque  AMP ,  &  ayant 
nommé  l'arc  entier  BPD,  b  ;  fa.  partie  BP,  K  5  le  rayon 
AB  oaAP,  a;  &c[a.  partie  AM,yi  on  ait  cette  propor. 

tion  b  .  z.  ::  ̂ "■.;/™. 

L'équation  à  la  fpiraie  AMD  eft  j/" =-^,  dont  la  dif- 

férence donne  my""  ̂ dy^= — ^.  Or  à  caufe  des  fédeurs 

femblables  AMR ,  APp,  l'on  aura  AMfyJ .  AP{aJ  .:■  MR 

(dx) .  Pp  (dz.)  =  -— .  Mettant  donc  cette  valeur  à  la  place 

de  ̂ ^^^dans  l'équation  que  l'on  vient  de  trouver,  on  aura 

my  dy  =  — | — •  dont  la  ditterence  (  en  prenant  dx  pour 

confiante  )  eft  mmy'^~'dy''  -*-  my'^ddyz=o  ;  d'où  en  divi- 

*An.7j.  fant  par»2y™~\  l'on  tire — ^^^i)'  =  »;^^j&  partant  iWiS* 

(  <^a;^  ■+-  dy-  —  yddy  /  dx'-  ■+•  w-)-  idy^  ̂  

conftrudion. 

Soit  menée  par  le  centre  A  la  droite  TAQ^  perpendi- 

culaire (nv  AM,  &  qui  rencontre  en  7" la  tangente  MT, 
&  en  ûja  perpendiculaire  MQ^  ;  foit  fait  TA  -y-  m^iAQ^ 
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T^::  MA .  ME.  Je  dis  que  menant  EC  parallèle  à  T^, 

elle  ira  rencontrer  jlf^en  un  pointe  qui  fera  à  la  deve- 
lopee. 

Car  à  caufe  des  parallelesyVf  iJG,  TAQ_^  l'oïiAuizMRfdxJ 

^^r,^Rc('£).MG{dx^'£)::T^-^-r>i^^A^r^ 

::AM(y).ME=./j'-^y^]-- 
Exemple     VIII. 

93'  SoiTy^A/D  une  demi  roulette  fimple,  dont  la  bafe  Fie.  S|. 

BD  eft  égale  à  lademi-circonferenceZ?£^  du  cercle  gé- 
nérateur. 

Ayant  nommé  AP,xi  PM,  y  ;  l'arc  AE ,  a  ;  &  le 

diamètre  /IB-,  2a  i  l'on  aura  par  la  propriété  du  cercle 
PE  =  'i2ux  —  XX  5  &  par  celle  de  la  roulette  y  =  u 

-*-  '^2ax  —  xx,  dont  la  différence  donne  dy = du  -*-t7       -  ' 
zstdx  —  xdx 

Vinir  — XX 
ondxV— — ^j  en  mettant  pour  du  fa  va- 
X  ' 

leur  — =5^L=r  J  en  fuppofant  t/x  conftante,^^v  =:— ~=^  j 
y!.ax  —  XX  '■'■  X/ZXX  —  XX 

&  en  mettant  ces  valeurs  dans  lEE^^^^-^ ,  il  vient  *  *Art.  7S. 

MC  =  2 w'^aa  —  2a X,  c'efl:-à-dire2^£  ou  zMG. 

Si  l'on  fait  x  =  o^  l'on  aura  ̂   N=^  4a  pour  rayon  de 
ladévelopée  dans  le  fommet^.  Mais  fi  l'on  fait  x  =  ̂ ^, 
on  trouvera  que  le  rayon  de  la  dévelopée  au  point  T)  de- 

vient nul  ou  zéro  ;  d'où  l'on  voit  que  la  deveiopée  a  fon 
origine  en  D  ,  &  qu'elle  (è  termine  en  2V  en  forte  que BN^BA. 

Pour  fçavoir  la  nature  de  cette  dévelopée ,  il  n'y  a  qu'à 
achever  le  réclangle  .gS,  décrire  le  demi  cercle  1)75  qui 
a  pour  diamètre  D5,  ôc  mener  1)1  parallèle  à  MC  ou  à  BE. 

Cela  fait,  il  eft  clair  que  l'angle  BDl  eft  égal  à  l'angle 
EBI);  &  par  confequent  que  les  arcs  2)/,  ̂ t"  font  égaux 
entr'eux  j  d'où  il  fuit  que  leurs  corues  DJ,  BE  ou  GC  font 

Mij 
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auffi  égales.  Si  donc  l'on  fait  /C,  elle  fera  égale  &  paral- 
lèle à  DG ,  qui  par  la  génération  de  la  roulette  eft  cgale 

à  l'arc  i?jS  ou  D7  ;  &i  partant  la  dévelopce  DCN  eft  une 
demi-roulerre  qui  a  pour  bafe  la  droite  iV5  égale  à  la 

demi-circonférence  z3/i'  de  fon  cercle  générateur  :c'eft. 
à-dire  que  c'efl:  la  demi -roulette  mèms  ̂ MD£  pofée dans  une  fituation  renverfée. 

Corollaire. 

*Art.7s-  94,  iLell  clair *que  la  portion  de  roulette  DC  efl:  dou- 
ble de  fa  tangente  CG ,  ou  de  la  corde  correfpondance 

DI.  Et  la  demi  roulette  DCA^  double  du  diamètre  iy?f 
ou  DS  de  fon  cercle  générateur. 

Autre     solution. 

^J'  v_)n  peut  encore  trouver  la  longueur  du  rayon  MC 
fans  aucun  calcul ,  en  cette  forte.  Ayant  unaginé  une  au- 

tre perpendiculaire  ;kC  infiniment  proche  de  la  première, 
une  autre  parallèle ,>K^, une  autre  corde  Bc,  Scdécritdes 
centres  C,  B  les  petits  arcsGH,  EF,  on  formera  les  trian- 

gles réâanglesGffg,  £J'é' qui  feront  égauxôcfemblableS} 
car  Gg^=:  Ee ,  puifque  BG  ou  ME  eft  égal  à  l'arc  AE ,  6C 
de  même  Bg  ou  me  eft  égal  à  l'arc  y^e  ;  de  plus  Hg  ou 
mg  —  MG=^FeonBe  —  BEi  GH  kta.  donc  égal  à.EF. 
Or  les  perpendiculaires  MC ,  mC,  étant  parallèles  aux 

cordes  EB,  cB,  l'angle  MCm  fera  égal  à  l'angle  EBe.  Donc 
puifque  les  arcs  GH,  EF ,  qui  melurent  ces  angles,  font 

égaux,  il  s'enfuit  que  leurs  rayons  CG ,  BE  feront  aulïï 
égaux  ;  &c  partant  que  MC  doit  être  prife  double  de  M(f 
ou  de  BE. 

L  E  M  M  E. 

9^'  ̂ 'i  \.  y  aun  nombre  quelconque  de  quantités  a ,  b ,  c,  d, 
e,dj-e- fait  que  ce  nombre  fait  fini  ou  infini,  fait  que  ces  quan- 

tités [oient  des  lignes ,  ou  des  furfaces ,  ou  des  folides  ;  la. 

fomme  a  — .b-Hb  —  c-4-C  —  d-t-d  —  e,  é-c-  de  toutes 
leurs  différences  efi  égale  à  la  ̂ lus  grande  a ,  moins  la  fins 
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petite  e,  ou  Jimplement  à  la  plus  grande  lorjljue  la  plus  fctiti 

' efi  z^ro.  Ce  qui  eft  vilible. 
Corollaire    I. 

97.  Les  fédeurs  C  Mm^  CGH,  étant  femblables ,  il  eft 
clair  que  Mm  efl:  double  de  GH  ou  de  fon  égale  Eï  i  & 

comme  cela  arrive  toujours  en  quelque  endroit  que  l'on 
fuppofe  le  point  iVf,  il  s'enfuie  que  la  fomme  de  tous  les 
petits  arcs  Mm,  c'efl:-à-dire  la  portion  Am  de  la  demi- 
roulette  AMD,  eft  double  de  la  fomme  de  tous  les  petits 
arcs  EF.  Or  le  petit  arc  EF  fait  partie  de  la  corde  AE  per- 

pendiculaire fur2?£,  Se  eft  la  différence  des  cordes  ÂE , 
Ae ,  parceque  la  petite  droite  eF  perpendiculaire  (ur  Ae 
peut  être  confiderée  comme  un  petit  arc  décric  du  cen- 

tre^ j  &  partant  la  fomme  de  tous  les  petits  arcs  EFdans 
l'arc  ̂ Z£  fera  la  fomme  des  différences  de  toutes  les  cor- 

des v^£,^é'.  Sec.  dans  cet  arc  ̂   c'e(t-à-dire  par  le  Lemme 
qu'elle  fera  égale  à  la  corde  ̂ £.  Il  eft  donc  évidenç  que 
la  portion  AAf  de  la  demi-roulette  ^JWZ)  eft  double  de 
la  corde  correfpondance  A£. 

Corollaire    II. 

90'  L'espace    MGgm  *   ou  le  trapèze  MGHm  "Art.  2. 

=  ÏM^rrjGÏ?  X  iV/G= I  ̂i'- X  i?£,  c'eft  à  dire  qu'il  eft 
triple  du  triangle  EBF  ou  EBe  ;  d'oili  il  fuit  que  l'efpace 
MGBA  fomme  de  cous  ces  trapèzes,  eft  triple  de  l'efpace 
circulaire  BEZA  fomme  de  tous  ces  trianeles. 

Exemple     III. 

9^'  NoMMANT.Si',  ZJ,  WxcAZE  OU  E  Ad  0\1  BG,  U  l&C 

le  rayon  KA,  a;  l'on  aura  le  parallelélogramme  MGBE 

=  K2^.  Or  l'efpace  de  la  roulette  MGBA  =  ̂ BEZA 

==  jEKB  -+■  {aie;  &c  partant  l'efpace  AMEB  renfermé 
par  la  portion  de  roulette  AM,  la  parallèle  ME,  la  corde 

BE  &c  le  diamètre  AB,  eik  =  jEKB  -t-{au  —  uz^  D'où  il 

Miij 
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fuit  que  fi  l'on  prend  Br(2^)  =  ~a,  l'cfpace  ̂ MEB  fera 
triple  du  triangle  correrpondant£A.ff  i  &:  aura  par  confë- 
quenc  fa  quadrature  indépendante  de  telle  du  cercle.  Ce 
que  M.  Hugens  a  remarque  le  premier.  Voici  encore  une 

autre  forte  d'efpace  qui  a  la  même  propriété. 
Si  Ton  retranche  de  refpace^M£i.  le  legment  BEzA, 

il  reftera  l'efpace  ̂ ZEM=2EKB  -i-  au  —  uz^i  d'où  l'on 
voit  quefi  le  point  P  tombe  au  centre /C,  l'efpace  ̂ 2r£M 
fera  égal  au  quarré  du  rayon.  Il  elt  évident  qu'entre  tous 
les  efpaces  AMEB  &c  AZhM ,  il  n'y  a  que  les  deux  que 
l'on  vient  de  déterminer  qui  ayent  leur  quadrature  âbfo- 
luc  indépendante  de  celle  du  cercle. 

Exemple   IX. 

Fie,  84.  100.  Soit  k  demi-roulette  AMI)  décrite  par  k  révo. 
lution  du  demi  cercle^£.g  autour  d'un  autre  cercle  im- 

mobile BGD'>  ôc  qu'il  faille  déterminer  fur  k  perpendi- 
culaire  MG  donnée  de  pofition,  le  point  oiî  elle  touche 
la  dévelopée. 

Pour  fe  fervir  des  formules  générales  il  faudroit  pren- 
dre pour  les  appliquées  de  k  courbe  ̂ JWD,  des  lignes 

droites  perpendiculaires  fur  l'axe  O^,  &  chercher  enfuite 
une  équation  qui  exprimât  k  relation  des  coupées  aux 

appliquées ,  ou  de  leurs  différences.  Mais  comme  le  cal. 
cul  en  feroit  fort  pénible  ,  il  vaut  beaucoup  mieux  dans 
ces  fortes  de  rencontres  en  tenter  la  lolutionenfefervanc 

de  k  génération  même. 
LorTque  le  demi-cercle  AEB  eft  parvenu  dans  la  pofi- 

tion MGB  dans  laquelle  il  toucheenGlabafe.gD;&que 

le  point  décrivant  A  tombe  fur  le  point  M  de  k  demi, 
roulette  AMB  :  il  eft  clair, 

1°.  Que  l'arc  g;W  eft  égal  à  l'arc  G  D,  comme  auffi  l'arc 
GB  du  cercle  mobile  à  l'arc  GB  du  cercle  immobile. 

'* Art,  4^1-  1°.  Que  MG  eft*  perpendiculaire  fur  la  courbe  5  car 
confidérant  la  demi  circonférence  jUGi?  ou-^£.5,&la 

bafe  BGÏ)  comme  l'aflemblage  d'une  infinité  de  petites 
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droites  égales  chacune  à  fa  correfpondante,  il  cft  mani- 

fefte  que  la  demi-rouIette  AMD  fera  l'aiR-mblage  d'une 
infinité  de  petits  arcs  qui  auront  pour  centres  fucceifive- 
ment  tous  les  points  touchansG,  6c  qui  feront  décrus 
chacun  par  le  même  point  M  ou  A. 

3°.  Que  fi  l'on  décrit  du  centre  0  du  cercle  immobile 
l'arc  concentrique  A/£ 5  les  arcsAfG,-£5  du  cercle  mobile 
feront  égaux  entr'eux,  aulfi-  bien  que  leurs  cordes  MG,  EB 
&  les  angles  OGM,  OBE.  Car  les  droites  OK,  OK  qui  joi- 

gnent  les  centres  des  deux  cercles  font  égales,  puifqu'elles 
paflent  par  les  points  touchans  B,Gi  c'eft  pourquoi  me- 

nant les  rayons  OM,  OE,  bcKE,  on  formera  les  triangles 

OKM,OKE  égaux  5c  femblables.  L'angle  OKM  étanc 
donc  égal  à  l'angle  OKE;  les  arcs  MG,BE  des  demi- cer- 

cles égaux  MGByBEA,  qui  mefurent  ces  angles,  feront 

égaux,  comme  auflî  leurs  cordes  jWG,£^i  d'où  il  fuit  que 
les  angles  OGM,  OBeIq  feront  auffi. 

Cela  pofé ,  foit  entendue  une  autre  perpendiculaire  mC  Fic,  gj, 
infiniment  proche  de  la  première ,  un  autre  arc  concentri- 

que w^^,  6c  une  autre  corde  5^5  foient  décrits  des  centres 
C,5,  les  petits  arcs  GH,EF.  Les  triangles  rédangles  G//g, 
EFe  feront  égaux  6c  femblables  ;  car  Gg  ou  Bg  —  DG 

=  £1?  ou  à  l'arc  JSe  —  l'arc  BE^  de  plus  Hg  ou  mg  —  MG 
=  Fe  ou  iBc  —  BE.  Le  petit  arc  G  H  fera  donc  égal  au 

petit  arc  EF  i  d'où  il  fuit  que  l'angle  GCH  eft  à  l'angle 
EBF,  comme  BE  eflàCG.  Ainfi  toute  la  difficulté  fe  ré- 

duit à  trouver  le  rapport  de  ces  angles.  Ce  qui  fe  fait  en 
cette  forte. 

Ayant  mené  les  rayons  OG,  Og,KE,Ke,  &  nommé OG 

o\xOB,b;KE  ou  KB  ou  KA,a;  il  eft  clair  que  l'angle  EBe 
^=OBe  —  OBE=^Ogm  —  OGM=^  (en  menantGZ,  GK 
parallèles iCm.Og) LGM—OG V=  GCH  —  GOg.  On 

aura  donc  l'angle  GCH=  GOg  -t-  EBF.  Or  les  arcs  Gg,  Es 
étant  égaux ,  l'on  aura  auffi  GOg .  EKe  ou  2EB,F  .-.•  K E{a) . 

OG(b);  &c  partant  l'angle  GOg  =  ̂ EBF,  6c  GCH 

=  ̂ ^  EBF.  Donc  GCH.  EBF  ou  BE .  CG  .:■  ̂ ^  .  /. 
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&  partant  l'inconnue  CG  =  ~^BE  ou  MG.  Ce  qui 
donne  cette  conftruction. 

Ï10.B6.       Soit  fait  0A(2a-^b).0B(b)::MG.GC;  le  point  C 
fera  à  la  developée. 

Il  eft  clair  i".  Qiie  cette  developée  commence  au  point 

Z),  &  qu'elle  y  touche  la  bafe  BGB  ■■,  puifque  l'arc  GM 
devient  en  ce  point  infiniment  petit.  i°.  Qu'elle  fe  termine 
au  point  N^  en  forte  que  OA .  OB  ;.■  j4B  .  BN::  OA—AB 

owOB  OB  —  BN on  (5A''jC'eft:-à.dire  f\v,z  OA,OB,ON 
font  continuellement  proportionnelles.  3°,  Si  l'on  décric 
à  prcfenc  le  ceicle  A'6\:^ctu  centre  O,  je  dis  que  la  deve- 

lopée DCN  eft  formée  par  la  révolution  du  cercle  mobi- 

le GC5j  qui  a  pour  diamètre  G5  ou  iJA'',  autour  de  l'immo- 
bile iV5'^;  c'eft  à  dire  qu'elle  eft  une  demi-roulette  fcm- 

blable  à  la  propofée,  ou  de  même  efpece  (  parccque  les 

diamètres  v^Z?,  BN' des  cercles  mobiles  ont  entr'eux  le 

même  rapport  que' les  rayons  O^jOiV" des  cercles  immo- 
biles ),  6c  poféc  dans  une  fituation  renverfée  en  forte  que 

fon  fommet  eft  en  D.  Pour  le  prouver,  fuppofons  que  les 
diamètres  des  cercles  mobiles  fe  trouvent  fur  la  droite  OT 

menée  àdifcrétion  du  centre  O;  cllepaflera  par  les  points 
touchans  5,  G  ;  Si  faifant  AB  ou  TG  .  BN  ou  G  S  r.  MG . 

GC,  le  point  C  fera  à  la  developée ,  6:  de  plus  à  la  circon- 

férence du  cercle  GCS  -,  car  l'angle  GiW  7"  étant  droit, 
l'angle  CC5  le  fera  auffi.  Or  à  caufe  des  angles  égaux 
MGT,  CGS  ,  l'arc  TM  ou  GB  eft  à  l'arc  C5,  comme  le 
diamètre  GT  au  diamètre  GS::  OG  .  OS  ;.•  GB.NS;  Sc 
partant  les  arcs  CS,  SN  font  égaux.  Donc ,  &c. 

Corollaire     I. 

''Art.y^.  ICI.  Jl  eft  clair *que  la  portion  de  roulette DC eft  égale 
à  la  droite  CM  ;  de  partant  que  DCeft  à  fa  tangente  CG 

::  AB  -^  BN.BN ::  OB -1-  ON .  ON;  c'eft  à  dire'comme 
la  fomme  des  diamètres  des  deux  cercles  générateurs, 
ou  des  cercles  mobile  &  immobile,  eft  au  rayon  du  cer- 

cle immobile.  Cette  vérité  fe  découvre  encore  de  la  ma- 
nière 
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nicrequifuit.  A  caufe des  triangles  femblables Cyi/>«,  CG^/,  Fis.  îy 

l'on  aura  Mm .  G  H  ou  EF  :  :  MC  .G?::  OA-^OB  (za-^zh). 

OB  (b).  D'où  il  fuit  (comme  dans  l'art.  97.)  que  la  portion 
de  roulette  AMc^  à  la  corde  correfpondante  AE^  comme 

la  fomme  des  diamètres  du  cerclegénéraceur  Sc  de  la  bafe, 
eft  au  rayon  de  la  bafe.  1 

Corollaire     II. 

loi.  L  E  trapèze  AfG//»2=  |  GH-^  \  Mm  x  MG.  Or  Fie  85. 

CG(-^MG).CM('^;^MGy^GH.Mm=^-^GH. 
Donc  puifque  GH=EF^ ôc  MG^=EB.,  l'on  aura MGHm 

=:îl:pi£i?x  jEi?. -c'eft  à  dire  que  le  trapèze  il^GJ^fw  fera 
toujours  au  triangle  correfpondant  EBF  :.•  2a-^  jb  .  h. 

D'où  il  fuit  que  l'efpace  MGBA  renfermé  par  MG,  AB 

perpendiculaires  à  la  roulette ,  par  l'arc  BG  6c  par  la  por- 
tion de  roulette  MA,  eft  au  fegment  de  cercle  correfpon- 
dant BEZA  ::  za  -^  ̂ b  .h. 

Corollaire     III. 

lOj*  Il  eft  viiîble  que  la  quadrature  indéfinie  de  la  rou-  Fig.  'ij . 
lette  dépend  de  la  quadrature  du  cercle  5  mais  fi  l'on 
prend  O.^moyenne  proportionnelle  entre  OK,  OA,  & 

qu'on  décrive  de  ce  rayon  Vàrc  ̂ ^M;  je  dis  que  l'efpa- 
ce ABEM  renfermé  par  le  diamètre  AB ,  la  corde  ̂ £, 

l'arc  £Ar,  6c  par  la  portion  de  roulette  AM  ,e(\:  au  trian- 
gles/;^ ::  2,/-»- ^^.^  Car  nommant  l'ârcAEoa  GB,  «; 

le  rayon  OQ,  2^;  l'on  aura  OB  (b).  OQ^{z.)  "  GB  (a). 

Ji^nME^^^f.  &  partant  l'efpace  RGB S^ on  MGBE, 

c'cMàn^{GB-^\R^.B^='~^'^.  Or*l'efpacede  .  An.  ic. 

laroulettey!/G5^='-^x^£Z^='^x£^^-Fi^^* 

y-KEZA  (f  ).  Si  donc  l'on  retranche  le  précédent  efpace  de 
celui-ci,il  refteray^^£JVf =-'■""'"'-"",-;""-"" -i-^^x£j^^ 

N 
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=^^-j^EKB,  puifque  par  la  confl:rLidion'^5^=  2aa  ■+■  ̂ ab 
•Jr  bb.  D'où  l'on  voit  que  cet  cfpace  a  fa  quadrature  in- 

dépendante de  celle  du  cercle ,  &  qu'il  eft  le  feul  parmi tous  Tes  femblables. 

En  voici  encore  un  autre  qui  a  la  même  propriété.  Si 

l'on  retranche  de  refpacey^i?£A/le  fegment  BEZA{\au 

-^EKB) ,  il  reftera  l'efpace  v^zfiW^i^f^îrtiîi^tii^îrffi' 

-+-  "^'  EKB=^  -  "^'  EKB  en  faifant  z^  =  2aa  -+-  2aè 

H-  1^^  ;  c'ert:  à  dire  que  fi  l'on  divife  la  demi-circonférence 
en  deux  également  au  point  £,  l'efpace  AZEM  fera  au 
double  du  triangle  EKE^  c'eft  à  dire  au  quatre  du  rayon 
::0K  {a-^b).OB{b). 

Corollaire  IV. 

FtG.  SS.  104.  5  I  le  cercle  mobile  AEB  roule  au  dedans  de 
l'immobile  ̂ GZ),  fon  diamètre  AB  devient  négatif  de 
pofitif  qu'il  étoit  auparavant;  &  partant  il  faut  changer 
de  fignes  les  termes  où  il  fe  rencontre  avec  une  dimen- 

fion  impaire.  D'où  il  fuit,  i°.  Que  fi  l'on  meneàdifcrétion 
la  perpendiculaire  MG  à  la  roulewe,  &que  l'on  faffc  OA 

*  Art.  100.  [b — 2a).0B{b)  -.-.MG  .GC.  le  point  C  fera*  à  la  déve- 
lopéejDCiVdécrite  par  la  révolution  du  cercle  qui  a  pour 
diamètre  ̂ A^,  au  dedans  de  la  circonférence  iV^V  concen- 

trique à  ̂/).  i».  Que  fi  l'on  décrit  du  centre  O  l'arc  iWJS, 
*  Art.ïo\.  la  portion  de  roulette^/Wfera*à  lacorde.^£::2é — 2a.  b. 

*An.  lox.  3°.Querefpace  A/G-g^efl: 'au  fegment ^^z^-ji^ — za.b. 
4".  Que  ̂\  l'on  prend  0£l~='^2aa  —  ̂ ab -t-  bb ,  c'eft  à  dire 

moyenne  proportionnelle  entre  OKfiA^  l'efpace  ABEM 
renfermé  par  la  portion  de  roulette  A  M,  l'arc  Aff,  la  cor- 

*An.  105,  de£^,  &  le  diametre^^,fera*au  triangle  ̂ iC^-j"^ — sa.i. 

Mais  que  fi  l'on  fait  O^ou  OE  =  '^2aa  —  2ab  -t-  bb, 
c'eft  à  dire  que  l'arc  AE  foit  le  quart  de  la  circonférence  j 
l'efpace^z^Tkfrenfermé  par  la  portion^Af  de  roulette  & 

*  Ibid.  par  les  deux  arcs  ME,  AE ,  fera*au  triangle  EKB  qui  eft 
en  ce  cas  la  moitié  du  quatre  du  rayon  ::  zé —  2a.  b. 
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Corollaire  V. 

lOj'.  S  '  l'on  conçoit  que  lerayon  OB  du  cercle  immobi-  Pic.  S6.  SS. 
le  devienne  infini,  l'arc^GD  deviendra  une  ligne  droitc^Sc 
la  courbe  ̂ TVfD  deviendra  la  roulette  ordinaire.  Or  com- 

me dans  ce  cas  le  diamètre  AB  du  cercle  mobile  eft  nul  par 

rapport  à  celui  de  l'immobile;  il  s'enfuit,  1°.  Que  iWG.GC 
■.-.b  .b.  Puifque  br^2a  =  b^  c'eft  à  dire  que  M  G  ̂ =-GC; 

&  partant  que  fi  l'on  prend  ̂ 7V=  ^5,  &  qu'on  mené  la 
droite  NS  parallèle  à  BD,  la  dévelopée  DCN  fera  for- 
mée  par  la  révolution  du  ceaxle,  qui  a  pour  diamètre 

BN,  fur  la  bafe  NS.  z°.  Que  la  portion  de  roulette  AM  Fig.  S;.  SS. 

ell  à  la  corde  correfpondantev^£::2^.  b.  3°.  Qi.ie  l'eTpace 
iWG^^eftau  fegmenc  BEZAw  sb.b.  4°.  Puifque  i?.^^FiG.  S7. SS. 

ou±0iXï:05,quei'apelle.v,efl:=Zj:^±v^2.«^?T^_,^^^  -+-  bb ^ 
d'où  l'on  tire  (  en  ôtant  les  incommenfurables)  xx-^.ibx 

=  zaaizjab;  l'on  aura  x  =  \a  ,  en  effaçant  les  termes 

oix  b  ne  fe  rencontre  point,  parcequ'ils  font  nuls  par  rap- 
port aux  autres.  C'eft  à  dire  que  fi  l'on  prend  dans  la  rou- 

lette ordinaire  ̂ P  =^.^.5,  &:  qu'on  mené  la  droite /"f/t^  Fig.  85. 
parallèle  à  la  baf^;^i);l'e(p.-!ce^yW£5  fera  triple  du  trian- 

gle SA'-S  On  trouvera  en  opérant  de  la  même  manière, 
que  Ç\  le  point /"  tombeau  ccnrreiv,  l'efpace^z^A/ ren- 

fermé par  la  portion  de  roulette^ A/,  la  droite  A-/£,  fc 

l'arc  AE,  fera  égal  au  quarré  du  rayon.  Ce  que  l'on  a  dé- 
ja  démontré  ci  devant  arc,  99. 

R  E  M  A  R  QJJ  E. 

106.  (^  o  MM  E  les  arcs  DG,  GM  font  toujours  égaux  Fig.  84. 
entr'eux,  il  s'enfuit  que  l'angle DOG  eft  aufii  toujours  à  l'an, 
gle  GKM::  GKOG.  C'eft  pourquoi  l'origine  D  de  la  rou- 

lette!) A/^,les  rayons  OGjG/Cdes  cercles  générateurs,^  le 

point  touchant  Gétantdonnés,fi  l'on  veut  déterminer  dans 
cette  pofition  le  pointiV/qui  décrit  la  roulecte,il  ne  faut  que 

Nij 
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tirer  le  rayon  KM  en  forte  que  l'angle  GKM  foit  à  l'an- 
gle donné  DOG  ::  OG  .  GK-  Or  je  «Ju  maintenant  que 

ceiâ  le  peut  toujours  faire  géométriquement  lorique  le 

rapport  de  ces  rayons  fe  peut  exprimer  par  nombres  -,  Sc 
partant  que  la  roulette  DMA  eil  alors  géométrique. 

Car  fuppofant,  par  exemple,  que  OG.G/C  ::  ̂ /  ./iileft 

clair  que  l'angle  MKG  doit  contenir  deux  fois  l'angle 
donné  BOG  Se  de  plus  |  de  cet  angle.  Toute  la  difficul- 

té fe  réduit  donc  à  divifer  l'angle  BOG  en  cinq  parties 
égales.  Or  c'eft  une  chofe  connue  parles  Géomètres, 
qu'on  peut  toujours  divifèr  géométriquement  un  angle 
ou  un  arc  donne  en  tant  de  parties  égales  qu'on  voudra  ; 

puifqu'ori  arrive  toujours  à  quelque  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  des  lignes  droites.  Donc,  &c. 

Je  dis  de  plus  que  la  roulette  DiVf.r^eft  mécanique,  ou  ce 

qui  eft  la  mêmechofe,  qu'on  ne  peut  déterminer  géomé- 
triquement fes  points  M  lorfque  la  raifon  de  OG  à  KG  ne 

fe  peut  exprimer  par  nombres,  c'eft  à  dire  lorfqu'elle  eft fourde. 

Car  toute  ligne, foit  mécanique  foit  géométrique,  oh 

Fie.  Sj.  rentre  en  elle-même  ou  s'étend  à  l'infini  j  puifqu'on  peut 
toujours  en  continuerla  génération.  Si  donc  le  cercle  mo- 

bile ABC  décrit  par  fon  point  A  dans  fa  première  révo- 
lution la  roulette  ABE,  cette  roulette  ne  fera  pas  enco- 

re finie,  &  continuant  toujours  de  rouler  il  décrira  la  fé- 

conde EFG^  puis  la  troifiéme  GW/,  &  ainfi  de  fuite  juf- 

qu'à  ce  que  le  point  décrivante  retombe  après  plufieurs 
révolutions  dans  le  même  point  d'où  il  étoit  parti.  Et  pour 
lors  fi  on  recommence  à  rouler  le  cercle  mobile  ABC,  il 

décrira  derechef  ia  même  ligne  courbe,  de  forte  que  tou- 

tes ces  roulettes  prifes  enfemble  ne  compofent  qu'une 
feule  courhs  AD  EFGHI,  &c.  Or  les  rayons  des  cercles, 

générateurs  étant  incommenfurables,  leurs  circonféren- 
ces le  feront  auffi;  &par  conféquent  le  point  décrivant 

^  du  cercle  mobile  ̂ ^C  ne  pourra  jamais  retomber  dans 

le  pointa  de  l'immobile,  d'où  il  étoit  parti,  fi  grand  que 
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puifle  être  le  nombre  des  révolutions.  Il  y  aura  donc  une 

infinité  de  roulettes  qui  ne  formeront  cependant  qu'une 
même  ligne  courbe^ZJ^i^G///,  &:c.  Maintenant  fi  l'on 
mené  au  travers  du  cercle  immobile  une  ligne  droite  in- 

définie, il  eft  clair  qu'elle  coupera  la  courbe  continuée  à 
l'infini  en  une  infinité  depoints.  Or  comme  l'équation  qui 
exprime  la  nature  d'une  ligne  géométrique  doit  avoir  au 
moins  autant  de  dimenfions  que  cette  ligne  peut  être  cou- 

pée en  de  difFérens  points  par  une  droite  j  il  s'enfuit  que 
l'équation  quiexprimeroit  la  nature  de  cette  courbe  auroit 
une  infinité  de  dimenfions.  Ce  qui  ne  pouvant  être,  on 
voit  évidemment  que  la  courbe  doit  être  mécanique  ou 
tranfcendente. 

Proposition     III. 

Problême. 

107.  i_A  ligne  couréeBYC  hant  donnée ,  trouver  une  infi-  Fig.  90. 
ni  té  de  lignes  A.M  y  BN,EFO,  dont  elle /oit  la  dcvclo^ce  com- 
mune. 

Si  l'on  dévelope  la  courbe  .S/'C  en  commençant  par  le 
point  A^  il  eft  clair  que  tous  les  points  -^,  .5,  F ,  du  fil 
ABFC  décriront  dans  ce  mouvement  des  lignes  courbes 

AM,  BN.,  FO,  qui  auront  toutes  pour  dévelopée  commu- 
ne la  courbe  donnée  2?i^C.  Mais  il  faut  obferverque  la  li- 

gne FO  n'ayant  pour  dévelopée  que  la  participe,  fon 
origine  n'efl;  pas  en  /"  5  &  que  pour  la  trouver ,  il  faut 
déveloper  la  partie  reftante  J3F  en  commençant  au  point 

F  pour  décrire  la  portion  EF  de.  la  courbe  EFO  dont  l'o- 
rigine cft  en  £ ,  ôc  qui  a  pour  dévelopée  la  courbe  entière 

BFC. 

Si  l'on  veut  trouver  Ics^o'mts  M,N,0  fans  fe  fervir  du 
fil  ABFC,  il  n'y  a  qu'à  prendre  fur  une  tangente  quelcon- 

que CAf  autre  que  BA,  les  parties  CM,CN,  CO  égales 
i  ABFC,  BFC,  iC. 

N  iij 
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Corollaire. 

îo8.  \l  efl  évident,  1°.  Que  les  courbes  y^M,  BN^  EFO 
foncd'une  nature  très  diiFcrenteentr'ellesjpuifque  la  cour- 

ue A  M  3.  dans  Ton  fommet  A  le  rayon  de  fa  dévelopée 
égal  à  AB^  au  lieu  que  celui  de  la  courbe  EN  eft  nul.  Il 

elt  vifibleaulîi  par  la  figure  même  de  la  courbe  EFO  qu'elle 
eft  très  différente  des  courbes  AM,  BN. 

1°.  Que  les  courbes  A  M,  BN,  EFO  ne  font  géométri- 
ques que  lorfque  la  donnée  BFC  eft  géométrique  &  de 

plus  rédifiable.  Car  fi  elle  n'eft  pas  géométrique ,  en 
prenant  ̂ ÂT  pour  la  coupée,  on  ne  trouvera  point  géomé- 

triquement l'appliquée  KC:  &  fi  elle  n'eft  pas  redifiable, 
ayant  mené  la  tangente  CM,  on  ne  pourra  déterminer 
géométriquement  les  points  M,  N,  O  des  courbes  AM, 

BN",  EFO  ;  puifqu'on  ne  peut  trouver  géométriquement 
des  lignes  droites  égales  à  la  ligne  courbe  BFC ,  6c  à  fes 
portions  BF,  FC. 

R  E  M  A  R  Qja  E. 

FiG.  91.  I09,  ̂ 1  l'on  dévelope  une  ligne  courbe ^^Cqui  ait  un 
point  d'inflexion  en^,  en  commençant  par  le  point  D  au- 

tre que  le  point  d'inflexion  ;  on  formera  par  le  dévelope- 
ment  de  la  partie  i?^Z)  la  partie  D^i? 5  &  par  celui  de  la 
partie  DC,  la  partie  reftante  DG  ;  de  forte  que  FEDG  fera 
la  courbe  entière  forméepar  le developementdei?^C.  Or 
il  eft  vifible  que  cette  courbe  rebroufle  chemin  aux  points 

D&cE,  avec  cette  difFerence  qu'au  point  de  rebrouffement 
Z)  les  parties  DE,  DG  ont  leur  convexité  oppofée  l'une  â 
l'autre  ;  au  lieu  qu'au  point  £les  parties  DE,  EF  font  con- 

caves vers  le  même  côté.  On  a  enfeigné  dans  la  fédion 
précédente  à  trouver  les  points  de  rebrouffement  tels  que 
Z)  :  il  eft  queftion  maintenant  de  déterminer  les  points  £, 

qu'on  peut  appeller  points  de  rebrouflement  de  la  fécon- 
de forte ,  &  que  perfonne,  que  je  fçache ,  n'a  encore  con- fiderc. 

Pour  en  venir  à  bouc,  on  mènera  à  difcretion  fur  la 
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partieZ)£  deux  perpendiculaires  iW  A'jWWjterminées  par  la 
dévelopee  aux  points  vV^  n,  par  Icfquels  on  tirera  deux  au- 

tres perpendiculairesiV//,  nHCur  les  premières  iVAf ,  nm  i 
ce  qui  formera  deux  petits  feùeursMNm,  NHn  qui  fe- 

ront femblables,  puifque  les  angles  MNm^  NHn  font 
égaux.  On  aura  donc  Nn .  Mm  ::  NH .  NM.  Or  dans  le 

point  d'inflexion.^  le  rayon  iV/fdevient*  infini  ou  zéro  ;  ̂Art.^u 
&i  le  rayon  MN,  1"'  devient  yi£,  demeure  d'une  grandeur 
finie.  Il  faut  donc  qu'au  point  de  rebrouflement  £  de  la 
féconde  forte,  la  raiion  de  la  différence  iV«  du  rayon  MN 
de  la  dévelopee,  à  la  différenceiWwz  de  la  courbe,  devienne 
ou  infiniment  grande  ou  infiniment  petite.  Et  partant 

puifque  *m  ==  - 3'^^'^/'^'»''^^'-^ ^^;,^y  ̂.4ddjd.-^  df-  -  ̂  ̂  ̂^^^_  3^_ 

Mm  =  Vdx^+  dy\  l'on  aura  i^im^^Litl^^pMÉÈl  =  , 
ou  00  ;  &  multipliant  par ^W^y,  on  trouvera  la  formu- 

le dx^'dddy  -h  dy'-dddy — ^dyddy^  =  o  ou  oo  ,  qui  ftrvira  à 
déterminer  les  points  de  rebrouffement  de  la  féconde 
forte. 

On  peut  encore  concevoir  qu'une  rebroulTante  DEF  Fie  51.515. 
ou  HDEFG  de  la  féconde  forte,  ait  pour  dévelopee  une 
autre  rebrouflantcg^Cde  la  féconde  forte,  telle  que  fon 
point.de  rebrouflement./^  réponde  au  point  de  rebrouf- 

fement E ,  c'eft  à  dire  qu'il  foit  fitué  fur  le  rayon  de  la 
dévelopee  qui  part  du  point  E.  Or  il  eft  clair  dans  cette 
fuppofition,  que  le  rayon  EA  de  la  dévelopee  fera  tou- 

jours un  plus  fetit  ou  un  plus  ̂ ra»d;  &  partant  que  la 

différence  de  ̂ ^.^-^^  ''  expreffion  générale  *  des  rayons  *^rt.yS. 
de  la  dévelopee,  doit  être  nulle  ou  infinie  au  point  cher- 

ché £i  ce  qui  donne  la  même  formule  qu'auparavant  ;'de 
forte  qu'elle  efl:  générale  pour  trouver  les  points  de  re- brouffement de  la  féconde  forte. 
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I        I    ,  Il  ~ 

Section     VI. 

I^y^^e  du  calcul  des  différences  pour  trouver  les 

Caufliques  par  réflexion. 

D  E'  F  I  N  I  T  r  O  N. 

TiG.  54.  p  j.  Ç  I  l'on  conçoit  qu'une  infinité  de  rayons B^,  BM,  BT>^ 
■  ̂   qui  partent  d'un  point  lumineux  B,  fe  réfléchiflent  à 

la  rencontre  d'une  Jigne  courbe  ̂ jV/.D,  en  forte  que  les 
angles  de  réflexion  Toient  égaux  aux  angles  d'incidence  j 
la  ligne  HFN,  que  touchent  les  rayons  réfléchis  ou  leur 

prolongemens^/fj  MF,  DN.,e{ï  appellce  CauJIique  par 
réflexion. 

Corollaire     I. 

Fi  G.  94.  iio.  ̂ [  l'on  prolonge //^  en/,  de  forte  que  y^/=r=^^, 
&  que  l'ondevelope  la  cauftique/fi^iV"  en  commençant 
au  point  /;  on  décrira  la  courbe  ILK  telle  que  la  tangen- 

*  Art.  75.   te  F  L  fera  *contmuellement  égale  à  la  portion  F  H  de 
la  caudiqueplus  à  la  droite  HI.   Et  Ç\  l'on  conçoit  deux 
rayons  incident  £c  réfléchi  Bm^  mF  infiniment  près  de/?  JW, 

MF^  &  qu'ayant  prolongé  Fm  en  /,  on  décrive  des  centres 
i^,  B  les  petits  arcs  MO,  MR  ■■  on  formera  les  petits  trian- 

gles rédangles  MOm,  MRm,  qui  feront  femblables  & 

égaux;  car  puifque  l'angle  0»ykf=i^?«Z)=iî»2iW,  5c  que 
de  plus  l'hypotenufe  Mm  eft  commune,  les  petits  côtés 
O'it,  Rm  feront  égaux  entr'eux.  Or  puifque  Om  eft  la  dif- 

férence de  ZM ,  8c  Rm  celle  de  BM,  Se  que  cela  arrive 

toujours  en  quelque  endroit  qu'on  prenne  le  point  Af;  il 
*Art.^6.  s'enfuit  queMZ — lAou  y4H-*-HF — MF  fbmme*de 

toutes  les  différences  Om  dans  la  portion  de  courbe  AM^ 

'^  Art.^6.  eft  =  BM — BA  fomme*  de  toutes  les  difFérences  ̂ ;je 
dans  la  même  portion  AM.  Donc  la  portion  H  F  de  la 

cauftique /f/'/V^ fera  égale  à  ̂ JVf— i?^-+- iWJ' —  ̂ /f. 
Il  peut  arriver  difFcrens  cas,  félon  que  le  rayon  inci- 

dent BA  eft  plus  grand  ou  moindre  que  BM,  &  que  le 
réfléchi 
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réfléchi ^i^T  dévelope  ou  envelope  la  portion  HF  pour 

parvenir  en  MF  :  mais  l'on  prouvera  toujours,  comme  l'on 
vient  de  faire,  que  la  difFcrence  des  rayons  incidens  cfl: 
égale  à  la  difFérence  des  rayons  réfléchis ,  en  joignant  à 

l'un  d'eux  la  portion  de  la  cauftique  qu'il  dévelope  avant 
quede  tomber  fur  l'autre.  Par  exemple,  .ffyVf — BA=MF  Fie.  55. 
^FH-AHià'onVonûxQFH^BM-BA'^AH—MF. 

Si  l'on  décrit  du  centre  ̂   l'arc  de  cercle^/';  il  eft  clair  F1G.94.  Pi- 
que/'Af/èra  la  différence  des  rayons  incidens^^W,//^.  Et 

il  l'on  fuppofe  que  le  point  lumineux  B  devienne  infini- 
ment éloigné  delà  courbe.^AfZ)5  les  rayons  incidens^^,  Fig.  ̂ s. 

BM  deviendront  parallèles,  &  l'arc  AP  deviendra  une 
ligne  droite  perpendiculaire  fur  ces  rayons. 

Corollaire    II. 

in.  S  I  l'on  conçoit  que  la  ligure  BAMD  foit  renver-  Fig.  94. 
fée  fur  le  même  plan,  en  forte  que  le  point  B  tombe  fur 

le  point  /,  &;  qu'ainfi  la  tangente  en  Aàç.  la  courbe  A  MB 
dans  fa  première  fituation ,  la  touche  encore  dans  cette 

nouvelle  ;  6c  qu'on  falle  rouler  la  courbe ^iV/<a?  fur  AMD, 
c'efl:  à  dire  fur  elle-même  ,  en  forte  que  \&s  portions  rfA/, 
A  M  foient  toujours  égales  :  je  dis  que  le  pointa  décrira 
dans  ce  mouvement  une  efpece  de  roulette  7ZiC  qui  aura 
pour  dévelopée  la  cauftique  HFN. 

Car  il  fuit  de  la  génération  ,  i".  Que  la  lignez  M  tirée 
du  point  décrivant  Z  au  point  touchantiV/  fera*  perpen-  *An.  43. 
diculaire  à  la  courbe/ZK.  z°.  Que  z^  ou7^=^^,  & 
LM=BM.  5°.Qiie  les  angles  faits  par  les  droitesA/Z,^7W 
fur  la  tangente  commune  en  71/ font  égaux  ;  &  partant  que 

fil'on  prolonge  ZA/ en /■,  le  rayon  vVfT' fera  le  réfléchi  de 
l'incident  BM.  D'où  l'on  voit  que  la  perpendiculaire 
ZF  touche  la  cauftique  HFN:  &  comme  cela  arrive  tou- 

jours en  quelque  endroit  qu'on  prenne  le  point  Z,  il  s'en- 
fuit que  la  courbe  JLK  eft  formée  par  le  dévelopement 

de  la  cauftique  HFN,  plus  la  droite  777. 

Il  fuit  de  ceci  que  la  portion  FHom  FZ  —HJ=^BM 
O 
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•^tMF  —  BA — AH.   Ce  que  l'on  vient  de  démontrer 
d'une  autre  manière  dans  le  Corollaire  précédent. 

Corollaire     III. 

111.  3  1  la  tangente  X)  A'' devient  infiniment  proche  de 
la  tangente  i^M  5  il  efl:  clair  que  le  point  touchant  iV,  5c 

celui  d'interfedion/^fe  confondront  avec  l'aurre  point 
touchant  F  :  de  forte  que  pour  trouver  le  point  F  où  le 
rayon  réfléchi  MF  touche  la  cauftiqoe  HFN,  il  ne  faut 
que  chercher  le  point  de  concours  des  rayons  réfléchis 

infiniment  proches  MF,  niF.  Et  en  effets  fi  l'on  imagine 
une  infinité  de  rayons  d'incidence  infiniment  proches  les 
uns  des  autres ,  on  verra  naître  par  les  interfeâions  des 

réfléchis  un  poligone  d'une  infinité  de  côtés  dont  l'afl^em- 
blage  compofera  la  caulHque  FIFN. 

Proposition     I. 

Problême  général. 

FiG.  97.  113.  1  ,A  nature  delà  courbe  KMD ,  le  f  oint  lumineux  B, 

^  le  rayon  incident'&M.  étant  donnés  i  trouver  fur  le  réfléchi 
MF  donné  de  fojition  ,  le  point  F  où  il  touche  la  cauflique. 

Ayant  trouvé  par  la  fédion  précédente  la  longueur 
MCàa  rayon  de  la  dévelopée  au  point  M,  &  pris  Va^cMm 
infiniment  petit,  on  tirera  les  droites  .Sw,  COT.Jw^i  on  dé- 

crira des  centres  5,  i?  les  petits  arcs  MR,  MO;  on  mènera 

les  perpendiculaires  CE,  Ce,  CG,  Cg  fur  les  rayons  inci- 
dcns  &  réfléchis  -,  enfuite  on  nommera  les  données^iW,/» 
ME  ou  MG,  a. 

Cela  pofc,  on  prouvera,  comme  dans  le  Corollaire  pré- 

*An.  iio.  miet*,queles  triangles  iWiîWjAfOw  font femblables&é- 

'  gaux;  &  qu'ainfivlf  iï=JWO.  Or  à  caufe  de  l'égalité  des  an- 
ales d'mcidence  &  de  réflexion,  l'on  a  auffi C£  =  CG,  Ce 

^Cg  ;  6c  partant  CE — Ce  ou  eJ^—CG — Cg  ou  5G.  Donc 
à  caufe  des  triangles  km\AM.z%BMR^BE(l^,  F  MO  & 

FGS,  l'on  &\AïABM-fBE(2y—a).  BU  (y)  ::  MR-^B^ 
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ou  MO  -t-  GS  .  MR  ou  MO  ::  MG  (a)  .  MF  =  -^^^ . 

Si  le  point  lumineux  S  tomboit  de  l'autre  côté  du 
point  E  par  rapport  au  point  M,  ou  (  ce  qui  efl  la  même 

chofe  )  fi  la  courbe  AMD  étoit  convexe  vers  le  point  lu- 

mineux B  j^  deviendroit  négative  de  pofiti  ve  qu'elle  étoit, 

&  Ton  auroit  par  conféquent  MF  =  zf^^  °^  17^  • 

Si  l'on  fuppofe  que^  devienne  infinie,  c'eft  à  dire  que  ?'<=•  9^- 
le  point  B  foit  infiniment  éloigné  de  la  courbe >^AfZ)  i 

les  rayons  incidens  feront  parallèles  entr'eux,  6c  l'on  aura 
2idF=  ~a ,  parceque  a  eft  nulle  par  rapport  à  sy. 

Corollaire    I. 

II4.C0MME  l'on  ne  trouve  pour  MF  qu'une  feule  Fie. 94.95. 
valeur  dans  laquelle  entre  le  rayon  de  la  dévelopée  j  il 

s'enfuit  qu'une  ligne  courbe  ̂ iVfZ)  ne  peut  avoir  qu'une 

feule  cauftique  H'PiVpar  réflexion, puifqu'elle*n 'a  qu'une  *-^rt.  So. feule  dévelopée. 

Corollaire  II. 

îlj-  X-ORSQuE^jlfDeft  géométrique,  il  efl:  clair  "f^  que  *v4;/.  Sj. 
fadévelopéel'efliauffi^,  c'efl:àdirequel'on  trouve  géomé-  Fig.  97. 
triquement  tous  les  points  C.    D'où  il  fuit  que  tous  les 
points  F  de  fa  cauft:ique  feront  auflî  déterminés  géomé- 

triquement, c'efl:à  dire  que  la  caufl:ique  irfJ'iV' fera  géo-  Fia.  94. 95. 
métrique.  Mais  je  dis  de  plus,  que  cette  cauftique  fera  tou- 

jours rédifiablc;  puifqu'ileft  évident*  que  l'on  peut  trou-  *  Art.  no. 
ver  avec  le  fècours  de  la  courbe  AMD.,  qu'on  fuppofê  géo- 
niétrique,  des  lignes  droites  égales  à  une  de  fes  portions 
quelconque. 

Corollaire     III. 

1^6-  S I  la  courbe  AMD  efl:  convexe  vers  le  point  lu-  Fig.  97. 

mineux  B'y  la  valeur  de  MF  (^hir»)  fera  toujours  po. 
fitive  ;  &  il  faudra  prendre  par  conféquent  le  point  F  du 

Oij 
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côte  du  point  C,  par  rapport  au  point  M,  comme  l'on 
a  fuppofé  en  faifant  le  calcul.    D'où  Ton  voit  que  les 
rayons  réfléchis  infiniment  proches  feront  divergens. 

Mais  fi  la  courbe  AMI)  eft  concave  vers  le  point  lu. 

mineux  B,  la  valeur  de  MF  f~^  )  fera  pofiti  ve  lorfque;/ 

ilirpalTel^,  négative  lorfqu'il  eft  moindre,  Scinfinie  lors- 

qu'il eft  égal.  D'oià  il  fuit  que  fi  Ton  décrit  un  cercle  qui 
aitpourdiamétrela  moitié  du  rayon  AfCdeladévelopée, 
les  rayons  réfléchis  infinimentproches  feront  convergens 
lorfque  le  point  lumineux  D  tombe  au  dehors  de  fa  cir- 

conférence, divergens  lorfqu'il  tombe  au  dedans ,  6i  enfin 
parallèles  lorfqu'il  tombe  defius. 

Corollaire     IV. 

117*  ̂   1  le  rayon  incident  ̂ ^^  touche  la  courbe  AMTi 

au  point  iW,  l'on  aura  ME  (a):=o;bi.  partant  MF=^  0.  Or 
comme  le  rayon  réfléchi  e(t  alors  dans  la  diredion  de  l'in- 

cident, Se  que  la  nature  de  la  cauftique  confifte  à  toucher 

tous  les  rayons  réfléchis;  il  s'enfuit  qu'elle  touchera  auflî 
le  rayon  incident  5Af  au  point  Af.-  c'eftà  direqucla  cau- 

ftique &  la  donnée  auront  la  même  tangente  dans  le  point 
M  qui  leur  fera  commun. 

Si  le  rayon  MC  de  la  dévelopée  eft  nul,  on  aura  encore 

ME  faJ=:o;  6c  partant  MF  =  o.  D'où  l'on  voit  que 
la  donnée  &  la  cauftique  font  entr'elles  dans  le  point  M 
qui  leur  eft  commun,  un  angle  égal  à  l'angle  d'incidence. 

Si  le  rayon  CM  de  la  dévelopée  eft  infini ,  le  petit  arc 

71/»/ deviendra  une  ligne  droite,  &c  l'on  aura  MF^^}'} 
puifque  ME  (a)  étant  infinie,^  fera  nul  par  rapport  à  a. 
Or  comme  cette  valeur  eft  négative  lorfque  le  point  B 
tombe  du  côté  du  point  C  par  rapport  à  la  ligne  AMD, 

&  pofitive  lorfqu'il  tombe  du  côté  oppofé  ;  il  s'enfuit  que 
les  rayons  réfléchis  infinimentproches  feront  toujours  di- 

vergens lorfque  la  ligne  AMD  eft  droite. 
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Corollaire     V. 

IlS.  Jl  eft  évident  que  deux  quelconques  des  trois 

points  5,C,  F^  étant  donnés,  on  trouvera  facilement  le 
troifiéme. 

Soit,  i°j  la  courbe  y^AfD  une  parabole  qui  ait  pour  foyer  Fig.  58. 
le  point  lumineux  B.  U  efl:  clair  par  les  élémens  des  fé- 
(flions  coniques,  que  tous  les  rayons  réfléchis  feront  pa- 

rallèles à  l'axe  ;  Si  partant  que  MF  fera  toujours  infinie  en 
quelque  endroit  que  l'on  fuppofc  le  point  M-  On  aura 
donc  a  =  2y  :  d'où  il  fuie  que  fi  l'on  prend  il-fi- double  de 
MB,&c  qu'on  mené  la  perpendiculaire  ECi  elle  ira  cou- 

per AfCperpendicuiaire  à  la  courbe  v^MZ),  en  un  point  C 
qui  fera  à  la  dévelopée  de  cette  courbe. 

Soit  i".  la  courbe  ̂ jWD  une  ellipfe  qui  ait  pour  un  de  Fig.  99. 
£es  foyers  le  point  lumineux^.  Il  eft  encore  clair  que  tous 

les  rayons  réfléchis  MF  i^c  rencontreront  dans  un  même 

point  F  qui  fera  l'autre  foyer.  Et  Ci  l'on  nomme  MF,  s;  ;  l'on 

aura*^=-^j  d'où  l'on  titq\a.cherchée  ME  faj  =-Jzl.  *Jrt.  nj. 
Mais  Cl  la  comhe  AMD  eft  une  hyperbole,  le  foyer  i^  tom-  Fie.  no. 

bera  de  l'autre  côté  5  5c  partant  MF  (s.)  deviendra  néo-a- 

tive  :  d'où  il  fuie  qu'on  aura  alors  ME  (a)  =  z:^  ou 

—-•  Ce  qui  donne  cette  conftrudion  qui  fert  auffi  pour 

l'ellipfe. 
Soit  prifeiW£  quatrième  proportionnelle  au  demi-axe  F1G.99.1Q0. 

traverfant ,  &  aux  rayons  incident  6c  réfléchi  ;  foit  me- 

née la  perpendiculaire  EC  .-  elle  ira  couper  la  ligne  MC 
perpendiculaire  à  la  fédion,  en  un  pointe  qui  fera  à  la  de. 
velopée. 

EXEMPLI        I. 

^^9'  o  OIT  la  courbe^.;v/Z)  une  parabole,  dont  les  rayons  Fig.  ioi. 
incidens  FM  foient  perpendiculaires  Jur  fon  axe  AP.  Il 
faut  trouver  fur  les  réfléchis ^fi?  les  points  F  où  ils  tou. 
chent  la  cauftique  ̂ FK. 

Oiij 
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Il  eft  clair  que  fi  l'on  mené  le  rayon  MC  de  la  dévc- 

lopée,  &  qu'on  cire  la  perpendiculaire  CG  fur  le  rayon 
*  An.  113.  réfléchi  Afi?,  il  faudra ''•prendre  tW/"  égale  à  !a  moitié  de 

MG.  Mais  cecte  conflruclion  fe  peut  abréger,  en  confidc- 

ranc  que  fi  l'on  mené  A/T/paralIele  à  l'axe  AP^  Se  la  droite 
ML  au  foyer  Z  j  les  angles  ZA<f/',  FMN  feront  égaux  , 
puifque  par  la  propriété  de  la  parabole  LMQ^^J^N,  & 

par  la  fuppoficion  PM£l==  QMF.  Si  donc  l'on  ajoute  de 
part  6c  d'autre  le  même  angle  PIAF ,  l'angle  ZJWi='  fera 
égal  à  l'angle  PMN,  c'eft  à  dire  droit.    Or  l'on  vient  de 

*  Art.  nS.  démontrer  *que  LH  perpendiculaire  fur  iWZ  rencontre 
m.-n.  I.  le  rayon  yV/Cde  la  dévelopécenfon  milieu  W.  Sidoncl'oiï 

mené  MF  parallèle  6c  égale  à  Z/f ,  elle  fera  un  des  rayons 

réfléchis,  &:  touchera  en  i^  la  caufliique ^f  iC.  Ce  qu'il falloit  trouver. 

Si  l'on  fjppofe  que  le  rayon  réfléchi  MF  foit  parallèle 
à  l'axe  AP,  il  eft  évident  que  le  point  F  de  la  cauftique 
fera  le  plus  éloigné  qu'il  eftpoffible  de  VuxqAP.,  puifque 
la  tangente  en  ce  point  fera.parallele  à  l'axe.  Afin  donc 
de  déterminer  ce  point  dans  toutes  les  caufliques ,  telles 

que  ̂ i?iv,  formées  par  des  rayons  incidens  perpendiculai- 

res à  l'axe  de  la  courbe  donnée,  il  n'y  a  qu'à  confidérer 
que  MPàok  être  alors  égale  à /"^ Ce  qui  donne^=<iAr. 

Soit  ax  =yy,  on  aura,  dy  =  -^-^  =  dx  ̂   d'où  l'on  tire 

AP  (x)  z=  ̂ a  :  c'eft  à  dire  que  îx  le  point  P  tombe  au 

foyer  Z,  le  rayon  réfléchi  Mi- fera  parallèle  à  l'axe.  Ce  qui 
eft  d'ailleurs  vifible  -,  puifque  dans  ce  cz%MP  fe  confondant 
avecZM,  il  faut  auflî  que  A/i^  fe  confonde  avec  MN.,?iZ}i 

^  avecZ(2;  D'où  l'on  voit  que  Afi^  eft  alors  égale  à  MZ;  Se 

partant  que  fi  l'on  mené  Fi?  perpendiculaire  fur  l'axe,  on 
lima.  A R  ou  A L-*-MF=\a.  On  voit  auffi  que  la  portion 
A  F  de  la  cauftique  eft  égale  en  ce  cas  au  paramètre,  puif. 

'^  Art.  iio.  qti'elle  eft  toujours  *  égale  à  7^/1^-4- Aff. 
Pour  déterminer  le  point  K  où  la  cauftique  AFK  ren- 

contre l'axe  APi  il  faut  chercher  la  valeur  de  MO ,  &  l'é- 
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galer  à  celle  de  Mri  car  il  eft  vifible  que  le  point  F 
tombant  en  K,  les  lignes  MF,  MO  deviennent  égales 

entr'elles.  Nommant  donc  l'inconnue  MO,ti  l'angle 
PMO  coupé  en  deux  également  par  il/^ perpendiculai- 

re à  la  courbe ,  donnera  MP  (y) .  MO  (t)  :  :  P^  (^^^  )■ 

OQ=='^.èc partant  OP  =  "'' '^J'''  =  y/tt  —yy ,  à  cau- 

fe  du  triangle  rédangle  A/'/'Oj&  divifant  départe  d'au- 

tre par  ?  •+- jj  on  trouve  -£,  =  ^7^-,  d'où  l'on  tire 

^O  (t)  =ê^'^=  ̂ ^  (i-^)  =^Éi^  .  P"i<q"e  *  *An.  77. 

ME  (a)  =  ̂ ^Ër^-^--    ̂ e  qui  donne  dy-—  2yddy=  dx\ 
qui  fervira  à  trouver  le  point  P  tel  que  menant  le  rayon 
incident /"A/ 6c  le  réfléchi  Jl<ri^,  ce  dernier  touche  la  cau- 

ftique^i^JCau  point /C  où  elle  rencontre  l'axe  AP, \_    i_ 

On  a  dans  la  parabole/  =  x^,  dy^=\x      '^x,  ddy 
_i 

=  —  \x     '■dx";  Remettant  ces  valeurs  dans  l'équation 

précédente,  on  trouve  ̂ a;  ̂ dx^'-i-^x  '  dx'-  =  dx- ; 

d'où  l'on  tire  AP  [x)  =  ̂   du  paramètre. 
Pour  trouver  la  nature  delà  cauftique.^F/C à  la  maniè- 

re de  Defcartes ,  il  faut  chercher  une  équation  qui  expri- 

me la  relation  de  la  coupée  ̂ iî  («) ,  à  l'appliquée  RFi^)-, 

ce  quife  fait  en  cette  forte.  Puifque  MO  {()  =  -^^^^É^r  ̂ 

l'on  aura  PO  ('-^^^)  =  ;jg^j  &  à  caufe  des  triangles 
femblables  MPO,  MSF,  on  formera  ces  proportions  MO 

/ê^;-  MF('-^)  ou  _  .yddy.  dx^  -  d/ 
-■•■  ̂ P  (/)•  ̂ ^  ̂ y-0  -='4^----  Po(-,^'élyJ. 

SF  ouPJR.{u  —  x)  =  -^^  ,  On  aura  donc  ces  deux 
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équations  ;^=:^  +  'J^  ,  &  «  =  X  +  ̂   ,  qui  fer- 
viront  avec  celle  de  la  courbe  donnée  à  en  former  une 

nouvelle  où  x  Sc^  ne  fe  trouveront  plus,  &:  qui  expri- 
mera par  confcquent  la  relation  de  AR  (u)  à  FR  (\)- 

Lorfque  la  courbe.  A -MB  eft  une  parabole,  comme 

l'on  a  fuppofé  dans  cet  exemple  ,  on  trouvera  z^=\x^ 

—  2Ar^,  ou  (en  quarrant  chaque  membre)  |a;  —  ëxx  -«--f x' 

=  2;^,  &cu  =  jx  i  d'où  l'on  tire  l'équation  cherchée 
aKKJ=  if^»'  —  f  ̂K*  ■+■  ~aau  qui  expriiT>e  la  nature  de 
la  cauftique  ̂ F/C.  On  peut  remarquer  que  PR  eft  tou- 

jours double  de  y^/»,  puifque^iî  («y  =  ̂ ^ a:  5  ce  qui  four- 
nit encore  une  nouvelle  manière  de  déterminer  fur  le 

rayon  refléchi  Mf  le  point  cherché  F, 

Exemple    II. 

Fie.  loi.  ̂ ^°*  uoiT  la  courbe  >^^Z)  un  demi-cercle  qui  ait  pour 
diamètre  la  ligne .^^D,  6:  pour  centre  le  point  Ci  foient 

les  rayons  incidens  /*/!/ perpendiculaires  fur  AD. 
Comme  la  dévelopée  du  cercle  /e  réunit  en  un  feul 

*  Art. ii-j.  point  qui  en  eft  le  centre,  il  s'enfuit*  que  fi  l'on  coupe  le 
rayon  CM  en  deux  également  au  point  J^jôc  qu'on  mené 
H  F  perpendiculaire  furie  rayon  réfléchi  yi/i=',  il  coupera 
ce  rayon  en  un  point  F,  où  il  touche  la  cauftique  AFK. 
Il  efl:  clair  que  le  rayon  réfléchi  A^F  efl:  égal  à  la  moitié 

de  l'incident  PM ;  d'où  il  fuit,  i».  Qiie  le  point  P  rom- 
bant  en  C,  le  point  F  tombe  en  ic milieu  de  CB.  i°.  Que 
la  portion  AF  efl:  triple  de  A/F,  &.  la  caufl:ique  AFK 

triple  de  BK.  On  voit  auffi  que  fi  l'on  fait  l'angle  ̂ CiV/ 
demi-droit ,  le  rayon  réfléchi  MF  fera  parallèle  à  Ad  & 

partant  que  le  point  F  fera  plus  élevé  au  deflus  du  dia- 
mètre ./^Z) ,  que  tout  autre  point  de  la  cauflrique. 

Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  A^/H,  paflè  par  le  point 

jFjpuifcjue  l'angle  HFM  eft  droit.  Et  fi  l'on  décric  du  cen- tre 
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tre  C  6c  du  rayon  CK  ou  CH,  moitié  de  CM,  le  cercle 

KHG  j  l'arc  HF  fera  égal  à  l'arc  HK  :  car  l'angle  CAfF 

étant  égal  à  CMP  ou  HCK,  les  arcs  '^HF,  HK  qui  mefu- 

rent  ces  angles  dans  les  cercles  jVf/^"//,  KHG,  feront  en- 

tr'eux  comme  les  rayons  ~MH,  HC  de  ces  cercles.  D'où 
l'on  voit  que  lacauftique-^FKeft  une  roulette  formée  par 
la  révolution  du  cercle  mobile  MF  H  autour  de  l'immo- 

bile X/fG,  donc  l'origine  cfl:  eni<C,&lefommecen^. 

ExempleIII. 

llï.  Soit  la  courbe  AMB  un  cercle  qui  ait  pour  dia-  Fig.  103. 
métré  la  ligne  AD ,  &  pour  centre  le  point  Ci  foie  le 

point  lumineux./^,  d'où  partent  tous  les  rayons  incidens 
AM ,  l'une  de-»  extrémités  de  ce  diamètre. 

Si  l'on  mené  du  centre  C  fur  le  rayon  incident  v^Af  la 
perpendiculaire  CE  :  il  efl:  clair  par  la  propriété  du  cercle, 

que  le  point  E  coupe  en  deux  parties  égales  la  corde 

AM}  &  qu'ainfi  ME  (a)  =  \y.  On  aura  donc  Mf(^^) 

=  \y  ■■  c'eft  à  dire  qu'il  faut  prendre  le  rayon  réfléchi 

MF  égal  au  tiers  de  l'incident  A  M.  D'où  l'on  voit  que 
I)K=]AD,CK  =  \CD,bc  que*  la  cauftiquc  ̂ j?iC  *  Art.  no. 

=  ̂ AD,  de  même  que  fa  portion  ̂ i^  =  {-^Af.  Si  l'on 
prend  AM  =^A0,  le  rayon  réfléchi  MF  fera  parallèle 
au  diamètre  ADi  Si  par  conféquent  le  point  F  fera  le 
plus  élevé  qu'il  foit  poffible  au  defliis  de  ce  diamètre. 

Si  l'on  prend  C/f  =  {CM,  &  qu'on  tire  HF  perpen. diculaire  fur  AfF  ;  le  point  F  fera  à  la  cauftique  :  car  me- 
nant HZ  |)erpendiculaire  fur  AM,  il  efl:  clair  que  MZ 

=  {A<fE=  jv^.W,  puifque  MH^\CM.  Le  cercle  qui 
a  pour  diamètre  MH,  pafTera  donc  par  le  point  F  de  la 
cauflriquej  &:  fî  l'on  décrit  un  autre  cercle /CWG  du  cen- 

tre C,  &  du  rayon  CK  ou  C/f,  il  lui  fera  égal,  &  l'arc  i^i^ P 
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fera  égal  à  l'arc  HF  :  car  oans  le  triangle  ifofce]eCMA 
Vànglcsxtetne  KCH=^2CA:f^==^^MF;  Scpartanc  les 
arci  HK,  H  F  inefures  de  ces  angle;,  uaiii  des  cercles  é- 

gaux ,  feront  aulfi  égaux.  D'oii  il  fuit  que  la  cauftique 
A  F  K^^fi^coxQ  une  roulette  décrite  par  la  révolution  du 

cercle  mobile  Mf// autour  de  l'immobile  i^^HG  ,  donc 
l'origine  eft  en  /C,  £c  le  lommet  en  A. 
On  pourroit  encore  prouver  ceci  de  cette  autre  ma- 

nière. Si  l'on  décrit  une  roulette  par  la  révolution  d'un 
cercle  égal  au  cercle v^ il/ J9  autour  de  celui  ci,  en  com- 

mençant au  point^j  l'on  a  démontré  dansleCorollaire 
*Ari.  \\\.  fécond  ̂ qu'elle  aura  pour  dévelopée  la  cauftique^F/C. Or 

»  Art.  loo.  '^'  cette  dévelopee  eft  une  roulette  de  même  elpece,  c'eft 
à  dire  que  les  diamètres  des  cercles  générateurs  en  (è- 
ront  égaux  ;  6c  on  déterminera  le  point  K  en  prenant  LK 

troifieme  proportionnelle  à  CD  -^DA  èi  à  CD,  c'eft  à  dire 
égale  à  {CD.  Donc,  &c. 

Exemple     IV. 

FiG.  104.  m,  5oiT  la  courbe  AMD  une  demi. roulette  ordinai- 
re décrite  par  la  révolution  du  demi  cercle  NGM  fur  la 

droite  BD,  dont  le  fommet  eft  en  ̂  ,  5c  l'origine  en  D  j 
foient  les  rayons  incidens  KM  parallèles  à  l'axe  AB- 

''■Art,  95.     Puifque  *MG  eft  égale  à  la  moitié  du  rayon  de  la  dévc- 

*Art.  115.  lopce,  il  s'enfuit*  que  fi  l'on  mené  GF  perpendiculaire  fur 
le  rayon  réfléchi  MF  ,  le  point  F  fera  à  la  cauftiquej) J.ff. 

D'où  l'on  voit  que  MF  doit  être  prife  égale  à  X^^. 

Si  l'on  mené  du  centre  Fïdu  cercle  générateur ^/G2\r 
au  point  touchant  G,  Seau  point  décrivant  M,  les  rayons 
JfGjZ-f/l/iil  eft  clair  queHG  fera  perpendiculaire  furj?D, 

&  que  l'angle G^//f-=yl/GH'=  GMK:  d'où  l'on  voit  que 
le  rayon  réfléchi  vT/i^  paffe  par  le  centre  FI.  Or  le  cercle 

qui  a  pour  diamètre  GH",  paffe  auffi  par  le  point  fjpuifque 
l'angle  GFFIeiï  droit.  Donc  les  arcs  G 2^,  ■^G/',  mefures  du 

même  angle  GHN,  feront  entr'eux  comme  les  diamètres 
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MKf.GH  de  leurs  cercles;  6c  partant  l'arc  GF  =  GN 
=  GB.  Il  eft  donc  évident  que  la  cauftique  BFB  eft 
une  roulette  décrite  par  la  révolution  entière  du  cercle 

GFH  l'ur  la  droite  BD. 
Exemple     V. 

113.  Soit  encore  la  courbe  AMD  une  demi  roulette  Fig.  ioj. 
ordinaire,  dont  la  bafe  BD  eft  égale  à  la  demi- circonfé- 

rence ANB  du  cercle  générateur.  Et  foient  à  préfent  les 
rayons  incidens  P/i/ parallèles  à  la  bafe  BD. 

Si  l'on  mené  G^perpendiculaire  fur  PM^  les  triangles 
réclangles  G(2^,  BPN  feront  égaux  &  femblables  ;  ôc 

partant  MQ^  ̂ =  PN.    D'où  l'on  voit  *  qu'il  faut  prendre  *Art.  c,^. 
-i^/' égale  à  l'appliquée  correfpondante /'^dansledemi-  ii3- 
cercle  générateur  ANB. 

Afin  que  le  point  F  foit  le  plus  éloigné  qu'il  eft  poffi- 
blede  l'axe^^^ff,  il  faut  que  la  tangente  yî/i;"  en  ce  point 
foit  parallèle  à  cet  axe.  \Jzw^qPMF  fera  donc  alors  droit, 
fa  moitié  PMG  ou  PNB  demi  droit  >  &  partant  le  point 
P  tombera  dans  le  centre  du  cercle  AND. 

C'eft  une  cho(e  digne  de  remarque,  que  le  poijit  Z' 
approchant  enfuite  continuellement  de  l'extrémité  B.,  le 
point  F  approche  auffi  de  l'axe^^  jufqu'à  un  certain  point 
iC,  après  quoi  il  s'en  éloigne  jufqu'enZ);  de  forte  que  la 
cauftique  AFKFD  a  un  point  de  rebrouffement  en  K. 

Pour  le  déterminer,  je  remarque  *  que  la  portion  A  F  *yj^f  jj^, 
z=  PM-f^MF,  la  portion  ̂ i?A:=/fZ-t-ZiC,&  la  portion  ni. 

/Ci?  de  la  partie  KFD,  eft  :=.HL-^LK—PM—Me  .•  d'où 

l'on  voit  que  HL  -i-  Z/C  doit  être  un  flus  grand.  C'eft 
pourquoi  nommant  ^/f,;ci  W/,)' 5  l'arc^y,  u;  l'on  aura 
ML-i- ZK  =  it  -i- zy .,  dont  la  différence  donnera -+-2^ ai. 

S>i—^-¥-  2dy  =  Oj  en  mettant  pour  du  fa  valeur ai y 

~—  •■  d'où  l'on  tire  adx  =  —  zydy  =  zxdx  —  zadx  à  caufe 
du  cercle  5  &  partant  AH  (x)  =\a. 

Pi; 
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Corollaire. 

114.  L'espace  AFM  ou  ̂ fkfm  renfermé  par  les 
portions  de  courbes  ̂ F  ou  y4FK  F,  ̂ M,  &  par  le  rayon  ré- 

fléchi MF^  efl:  égal  à  la  moitié  de  l'efpace  circulaires^ /'iV. 
Car  fa  différence,  qui  eft  le  fédeur  FMO  ,  eft  égale  à  la 

moitié  du  réclangle/'/iiV,  différence  de  l'efpace s^/'iVi 
puifque  les  triangles  rédangles  MQm,  MRm  étant  égaux 
&  femblables ,  AfQ  fera  égale  à  MR  ou  iV5  ou  Fj>,  Se  que 
déplus  MF=  P2\f. 

Exemple     VI. 

FiG.  106.  lij.  ̂ oiT  la  courbe  AMD  une  demi -roulette  formée 
parla  révolution  du  cercle  vi/GiVautour  de  fon  égal^GJC, 

dont  l'origine  efl  en  ̂ ,  &  le  fominet  en  D  j  foient  les 
rayons  incidens^/i/qui  partent  tous  du  point  A.  La  H. 

gne  i5H'qui  joint  les  centres  des  deux  cercles  générateurs, 
paffe  continuellement  par  le  point  touchant  G,  &  les  arcs 
GM^GA  comme  auffi  leurs  cordes,  font  toujours  égaux  ; 

ainfi  l'angle  HGM^=^BGA,  &  l'angle  GMA=GAM.  Or 
l'angle  HGM-^BGA  =  GMA-^GAM;  puifqu'ajoûtanc 
départ  ôc  d'autre  le  même  angle  ̂ GAf,  on  en  forme  deux 
droits.  Donc  l'angle  HGM  fera  toujours  égal  à  l'angle 
GMAi  &  partant  auffi  à  l'angle  de  réflexion  GMF:  d'où. 
il  fuit  que  MF  paffe  toujours  par  le  centre  H  àw  cercle 
mobile. 

Maintenant  fi  l'on  mené  les  perpendiculaires  C£,  GO  fur 
le  rayon  incident  v^^i^.-  il  eft  c\zïr  que  MO  =  OA,  &  que 

*A>'r.ioc.  0£=  |0vî/5  puifque*  le  point  C  étant  à  la  dévelopée, 

GC  =  jG>/.  On  aura  donc  ME=^jAM,  c'eft  à  dire 

a^=-jyi^  par  conféquent  MF  f— ̂  )  =z~y:  d'oii  l'on 

voie  que  fi  l'on  mené  GF  perpendiculaire  fur /l/f,  le  point 
F  fera  à  la  caaftique  AFK. 

Le  cercle  qui  a  pour  diamètre  GH,  paflèpar  le  point  Fî 

Scies  arcs  G/!/,  |GF,  mefures  du  même  angle  G^.^/,  étant 
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entr'eux  comme  les  diamérresiWiV,  GH  de  leurs  cercles, 

l'arc  GF  fera  égal  à  l'arc  GM ,  &  par  conféquenc  à  l'arc 
G^.  D'où  il  eft  évident  que  la  cauftique  ̂ FK  eft  une 
roulette  décritepar  la  révolution  du  cercle  mobile //fG 

autour  de  l'immobile  ̂ GK. 
Corollaire. 

12,6.  S  I  l'on  décrit  un  cercle  qui  ait  pour  centre  le 
point  B,  &  pour  rayon  une  droite  égale  à  BH  ou  ̂ K; 

&  qu'il  y  ait  une  infinité  de  droites  parallèles  à  BD  qui 
tombent  fur  fa  circonférence  :  il  efl:  vifible  *  qu'elles  for-  »  ̂ rt.  ne 
meront  en  le  réfléchiffant  la  même  cauftique  ̂ FK. 

Exemple    VIT. 

liy*  Soit  la  courbe  yÊMB  une  logarithmique  fpira-  Fig.  10/ . 
le,  avec  les  rayons  incidens^iW  qui  partent  tous  du  cen- 

tre A. 

Si  l'on  mené  par  l'extrémité  C  du  rayon  de  la  déve- 
lopce  la  droite  CA  perpendiculaire  fur  le  rayon  inci- 

dent AM ,  elle  le  rencontrera*  dans  le  centre^.  C'eft  *Art,^i. 

pourquoi ^Af/'^'yi  =<«;& partant iW/'  Ç ̂  ̂̂ ^=j/.  Le 
triangle  AMF  fera  donc  ifofcele  j  &  comme  les  angles 

d'incidence  6c  de  réflexion  AMT,  FMS  font  égaux  en- 
treux,  il  s'enfuit  que  l'angle  ̂ i^yWeftégal  à  l'angle  AMT. 
D'où  il  eft  clair  que  la  cauftique  AFK  fera  une  logarith- 

mique fpirale  qui  ne  différera  de  la  propofée^Af£)  que 
par  fa  pofîtion. 

Proposition      II. 

Problême. 

llo.  J^_^A  caufiique  HF  par  réflexion  étant  donnée  avec  le  Fig.  108. 
point  lumineux  B  ;  trouver  une  infinité  de  courbes  telles  que 
A  M  ,  dont  elle  fait  cauftique  far  réflexion. 

Ayantprisà  difcrétion  fur  une  tangenrequelconquef/^ 
lepoint^  pour  un  des  points  de  la  courbe  cherchée  AMi 
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on  décrira  du  centre  7?,  de  l'incervalei?/^  l'arc  de  cercle 

AP  ̂   6c  d'un  autre  intervale  quelconque  BM^  un  autre 
arc  de  cercle.  Et  ayant  pris  ̂^H"-*- //£  =  .SA^ — BA  ou 
7'Af,  on  dévelopera  lacauftique //f  en  commençant  au 

point  £i  6c  l'on  décrira  dans  ce  mouvement  une  ligne 
courbe  £Af  qui  coupera  l'arc  de  cercle  décrit  du  rayon 

*Art.\\o.  BM,  en  un  point  M  qui  fera  *  à  la  courbe  ̂ Af.  Car  par 
conftrudion  P  M -^  MF  =  AH  -*-  H  F. 

Ou  bien  ayant  attaché  un  fi!  ̂ AZ/'parfes  exrrémitez  en 
^&en  £■,  onfera  tendre  ce  fil  par  le  moyen  d'un  ftile  place 
enyl/,  que  l'on  fera  mouvoir  en  forte  que  l'on  envelopera 
par  la  partie  vWi^  de  ce  fil  la  cauftique //F5  il  eft  clair  que 
ce  ftile  décrira  dans  ce  mouvement  la  courbe  cherchée 
MA. 

Autre     Solution. 

^^9*  Ayant  tiré  à  difcrétion  une  tangente  P/l/ autre 
(\\iQ  HA ,  on  cherchera  fur  elle  un  pointai/,  tel  que  BM 
•t-MF=BA-hAH-*-HF.  Ce  qui  fe  fera  en  cette  forte. 

Soit  prife  FK=B  A  -^AH^HF,  &i  divifant  i?/<;  par  le 
milieu  en  G,  foit  tirée  la  perpendiculaire  G^;  elle  rencon- 

trera la  tangente  FMau  point  cherché  M.  CâiB^f=.^Œ. 
FiG.  109.  Si  lepoint  ̂ étoit  infiniment  éloigné  de  la  courbe  AM, 

c'eftàdire  que  les  rayons incidens ^^,  i? A/ fuflenr  paral- 
lèles à  une  ligne  droite  donnée  de  pofition  ;  la  première 

conftrudion  auroit  toujours  lieu  ,  en  confidérant  que  les 
arcs  de  cercles  décrits  du  centre^  deviennent  des  lignes 

droites  perpendiculaires  fur  les  rayons  ineidens.  Mais  cec- 

te  dernière  deviendroit  inutile;  c'eft  pourquoi  il  faudroic 
lui  fubftituer  celle  qui  fuit. 

Soit  pnCe  FK=AH-t-HF.  Ayant  trouvé  le  point  y^f  tel 
que  MP  parallèle  à  ̂ B  perpendiculaire  CurAP,  foit  égale 

Art.ïio,  à  AfiC:  il  eft  clair'*  que  ce  point  fera  à  la  courbe  cherchée 
A  Mi  puifque  PM-i-MF=AH^HF.  Or  cela  fe  fait  ainfi. 

Soit  menée  KG  perpendiculaire  fur  AP  i  Se  ayant  pris 

■  KO  =:  KG,  foient  tirées  KP  parallèle  à  OG,  &  /'7\^ parallè- 

le à  GK  •■  je  dis  que  le  point  M  fera  celui  qu'on  cherche. 
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Car  à  caufe  des  triangles  f'emblables  GKO ,  PMK ,  l'on 
aura  PM=  MK  5  puifque  G/C  =  KO. 

Si  la  cauftique  H  F  Te  reunifloic  en  un  point ,  la  courbe 
•^M  deviendroit  une  fcdion  conique. 

Corollaire     I. 

iJO'iL  efl:  clair  que  la  courbe  qui  pafle  par  tous  les 
points  /C,  eft  formée  par  le  developemcnt  de  ia  courbe 

HF  en  commençant  en^,  &  qu'elle  change  de  nature  à 
mefure  que  le  point  yl  change  de  place  fur  la  tangente 
.AFI.  Donc  puifque  les  courbes  A  M  nailTènt  toutes  de 
ces  courbes  par  la  même  conftruclion ,  qui  efb  géométri- 

que-, il  s'en(uit*qu'elles  font  d'une  nature  différente  en-  *Arr.  108, 
tr'elles,  &  qu'elles  ne  font  géométriques  que  lorfque  la 
cauflique  H£  eft  géométrique  &c  récSlifiable. 

Corollaire     II. 

'5^  LJ  ne  ligne  courbe  Z)ÎVétant  donnée  avec  un  point  Fig.  110, 
lumineux  Ci  trouver  une  infinité  de  lignes  telles  que  ̂   A/, 
en  forte  que  les  rayons  réfléchis  D^,  NM  fe  reunilTènt  en 

un  point  donné  /},  après  s'être  réfléchis  de  nouveau  à  la 
rencontre  de  ces  lignes  AM. 

Si  l'on  imagine  que  la  courbe  HF  foit  la  cauflique  de 
la  donnée  D^/,  formée  par  le  point  lumineux  C  j  il  efl 
clair  que  cette  ligne  F1F  doit  être  aufTi  la  cauflique  de  la 
courbe  A  M  ayant  pour  point  lumineux  le  point  donné  i?  ; 
de  forte  que  FK=BA-^AH^  HF ,  &  NK=  BA^AH 
-i-HF^FN—BA-^AV-^DC—CN,  puifque*//Z)  *Art.\io. 
<■*- DC  =i  FfF -i- F N -*- NC.  Ce  qui  donne  cette  conflru- 
ûion. 

Ayant  pris  à  difcrétion  fur  un  rayon  réfléchi  quelconque 
le  point  v^  pour  un  des  points  de  la  courbe  cherchée  A  M, 

on  prendra  fur  un  autre  rayon  réfléchi  TViW  tel  qu'on  vou- 
dra, la  partie  2VK^=/?./^+-^D-(-DC—CiVi  &  l'on  trou- 
vera le  point  cherché  /Wcomme  ci-delTus ,  art.  119. 
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Section     VII. 

IJfage  du  Calcul  des  différences  pour  trouver  les 

Cai^Jiiques  par  réfraéîion. 

D  E'  F  I  N  I  T  I  O  N. 

Fie.  III.  ̂ H'onconçoirqu'uneinfinicéde  rayons^y^,5M,  5D, 
^qui  partent  d'un  même  point  lumineux  B,  fe  rompent  â 
la  rencontre  d'une  ligne  courbe y^MD-,  en  s'approchant 
ou  s'éloignant  de  fes  perpendiculaires  MC ,  en  forte  que 
les  finusC£des  angles  d'mcidenceCAf  fi,  foient  toujours 
aux  finus  r  G  des  angles  de  réfradionCA/G.en  même  rai- 

FiG.  HZ.  fon  donnée  de  »î  à  «  j  la  lis^ne  courbe  HF N  que  touchent 
tous  les  rayons  rompus  ou  leurs  prolongemens^/:^,  MF-, 
DN ,  eft  appellée  Cauftique  far  rèfruHion. 

Corollaire. 

131.  S  I  l'on  envelope  la  cauftique  HFN  en  commen- 
çant au  point  ̂ ,  l'on  décrira  la  courbe ^ZiC  telle  que  la 

tangente  LF  plus  la  portion  FHàç.  la  cauftique  fera  con- 

tinuellement égale  à  la  même  droite  AH.  Et  fi  l'on  con- 
çoit une  autre  tangente /■«/ infiniment  proche  àcFML, 

avec  un  autre  rayon  d'incidence  ̂ w,  &  qu'on  décrive  des 
centres  F,  i?,  les  petits  arcs  MO.,  MR  :  on  formera  deux  pe- 

tits triangles  rectangles  A/i2w,AfO»2  qui  feront  femblables 
aux  deux  autres  A^£C,Jl<f&C,  chacun  à  chacun  jpuifque  Ci 

l'on  6te  des  angles  droits  RME.,  CAfm  le  même  angle 
EvUm,  les  angles  reftans  RMm,  EMC  feront  égaux  ;  &  de 

même  fi  l'on  ôte  des  angles  droits  G/'i'O,  CMm  le  même 

angle  GMm,]^  reftans  bMm,GMC  feront  égaux.  C'eft 
pourquoi  Rm .  Om :  :  CE  .  CG  ::  m.  n.  Or  puifque  Rm  cft 

*  Art.  96.  la  différence  de  .5iW",&0w  celle  de  LMi  il  s'enfuit*  que ^M  —  BA  fomme  de  toutes  les  difFcrences  Rtn  dans  la 

portion  de  courbe  A  M.,  eft  à  ML  ou  AH  — ■  MF  —  F  H 
fomme  de  toutes  les  différences  Om  dans  la  même  por- 

tion. 
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tion  AM-,  comme  W2  eft  à  «  i  6c  partant  que  la  portion 

•  IH=  AH—  MF  ̂ ^BA—-  BM. 

Il  peut  arriver  difFerens  cas ,  félon  que  le  rayon  inci- 
dent BA  eft  plus  grand  ou  moindre  que^iW,  &:  que  le 

rompu  AH  envelope  ou  dévelope  la  portion  HF :  mais 

on  prouvera  toujours,  comme  l'on  vient  de  faire,  que  la 
différence  des  rayons  incidens  eftà  la  différence  des  rayons 

rompus  (en  joignant  à  l'un  d'eux  la  portion  de  la  caufti- 
que  qu'il  dévelope  avant  que  de  tomber  fur  l'autre  )  com- 
meœeftà  «Par  exemple,  ̂ ^ — BM  -AH — MF — F  H  Vie.  m. 

::m.n  A'ohVontitQ F H=AH—MF-^~  BM~-  BA- m     .  m 

Si  l'on  décrit  du  centre^ l'arc  du  cercle >^2'5 il  eft clair  Fig.  m. 
que  PM  fera  la  difFérence  des  rayons  incidens  BM,BA.Et 

il  l'on  fuppofe  que  le  point  lumineux  B  devienne  infini- 
ment  éloigné  de  lacourbe  A MT),  les  rayons  incidens^^, 

^Af  deviendront  parallèles,  Se  l'arc  AP  deviendra  une  li- 
gne droite  perpendiculaire  fnr  ces  rayons. 

Proposition      I. 

Problême  général. 

^35"  La  nature  de  la  courbe  AMD  ,  le  point  lumineux  B ,  Fig.  m. 

Q^  le  rayon  incident  B  M  étant  donnes  J  trouver  fur  le  rayon 
rompu  MF  donné  déposition ,  le  point  F  où  il  touche  la  caufii- 
que  par  réfraction. 

Ayant  trouvé  *  la  longueur  A/C  du  rayon  delà  dévelo-  *'^"'^-  y 
pée  au  point  donné  iW,  &  pris  l'arc  Mm  infiniment  petit , 
on  tirera  les  droites^w,  Cm^Fm,  on  décrira  des  centres 

B,F^  les  petits  arcs  MR,  MOi  on  mènera  les  perpendi- 
culaires C£,  Ce.  CG,  Cg  fur  les  rayons  incidens  &  rompus  ; 

&  l'on  nommera  les  données  BM,)fi  ME,  a  ;  MG,  h  j  & 
le  petit  arc  MR ,  dx.  Cela  pofé, 

Les  triangles  réûangles  femblables  MEC  &  MRm, 
MGC  ôc  MOm^  BMR  &C  BQe ,  donneront  ME  (a) .  MO 

(b)  -.-MR  (dx)  .M0=~.  Et^M  (y)  .  BS^o^x  BE 
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(y  ̂ a)  ::MR  fdxj .  ̂   =  "l'-y^^  Or  par  la  pro- 
priété de  la  réfradion  Ce .  Cg  : .-  CE  .CG  ::  m.  n.  ht  par  ' 

tant  m.n::Ce—  CE  ou  Qe  ('^^U±J±J^  q^  _  qq  o^ 
^&—   ^ — .Donc  a  caufe  des  triangles  rectangles  fem- 

bïah\esFA40  &c  F.%\'on  aura  MO  -  Sg(^'"  '*"  '^""'''-'"""i^) 

M0{~)  ::  MS  ou  MO  (h)  .  MF  =   ^-^      Ca 
qui  donne  cette  conftrudion. 

FiG.  115.  Soit  fait  vers  CM  l'angle  £C//  =  GCM,  &  foit  prife 
vers  B,MK  =  y  ■}?:  dis  que  fi  l'on  fait  HK.HE::  MG. 
MF.  le  point  F  fera  à  la  cauflique  par  rcfradion. 
Car  à  caufe  des  triangles  feiîiblablesCGiW,C£//,ron  aura 

CG.CEr.n.mr.  MG (l?).EHz=^-f  D'ohVonùve  H E-ME 

ou  7^Ar=-^"~--,  HM—MKon  H  F  —isrf^trf^. "  '  ny  '> 

&  partant  HK  ('j^Hszî^zz^^,  he  ('-^J  ;  ;  MG  (b). 

MF-- 

bhmy 

bmy  —  any 

Il  eft  clair  que  fi  la  valeur  de  FIK  eft  négative,  celle  de 

iWf  leleraauflî  .-d'iiù  il  fuit  que  le  point  M  tombe  entre 
les  points  G ,  F ,  lorfque  le  point  H  fe  trouve  entre  les 

points  K,  E 
FiG. iii.ii-.  Si  le  point  lumineux  B  tomboit  du  côté  du  point  E, 

ou  (  ce  qui  eft  la  même  choie  )  fi  la  courbe  yfMD  étoic 
concave  du  côté  du  point  lumineux  5;  jdeviendroit  né- 

gative de  pofitive  qu'elle  étoit  auparavant,  &c  l'on  auroit 
^  —    hi>my  hbmy 

pa r  conlequent  MF  =-_  t^y  ̂ ^ny-^»  °"  kmy  -  ««^  -,-  «"^i* 
Et  la  conftruclion  demeureroic  la  même. 

Si  l'on  fuppofe  quej  devienne  infinie:  c'eftà  dire  que  le 
point  lumineux  B  foit  infiniment  éloigne  de  la  courbe 

AMD  i  les  rayons  incidens  feront  parallèles  entr'eux,  8c 

l'on  aura  ME  =  ̂ _'^^ ,  parceque  le  terme  aan  fera  nul 
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par  rapport  aux  deux  autres  hmy,  any  i  &  comme  MK  (— ) 

s'évanouit  alors,  il  n'y  aura  qu'à  faire/i'il4".7rf£;:iVfG,jVff. 
Corollaire    I. 

^34*  On  démontrera,  de  même  que  dans  les  caufti- 

quespar  réflexion*, qu'une  ligne  courbe^A'/Dn'aqu'une  *  Art.  114. 
feule  cauftique  par  réfraction,  la  raifon  àzmi  n  étant  i'5- 
donnée;  laquelle  cauftique  eft  toujours  géométrique  &;  ré- 
clifiable,lorlque  lacourbe  propofée^yî^-D  eft  géométrique. 

Corollaire    II. 

13  J-  S  I  le  point  E  tombe  de  l'autre  côté  de  la  perpen- 
diculaire MC  par  rapport  au  point  G  ,  &  que  CE  foit 

égale  à  CG  ;  il  eft  clair  que  la  cauftique  par  réfradion  fe 
changera  en  cauftique  par  réflexion.  En  effet  on  aura  MF 

L>.y-lty~.J  =^J  P"'%e  »î=«,  &que^  devient 

négative  depofltive  qu'elle  étoit,&de  plus  égaie  à  é.  Ce 
qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  démontré  dans  la  fedion 
précédente. 

Si  m  eft  infinie  par  rapport  à  «  ;  il  eft  clair  que  le  rayon 
rompu  MF  tombera,  fur  la  perpendiculaire  CM:  de  forte 
que  la  cauftique  par  réfracïion  deviendra  la  dévelopée. 

En  effet  onaura7l</i^=i5,quidevienten  ce  cas  iWC:  c'eft- 
à-dire  que  le  point  J'  tombera  fur  le  point  C,  qui  eft  à  la 
dévelopée. 

Corollaire     III. 

^^•  O I  la  courbe  AMT)  eft  convexe  vers  le  point  lumi- 

neux ^,  &  que  la  valeur  de  MF  (j—^^j^^n)  ̂ °^^ 

pofitive  ;  il  eft  clair  qu'il  faudra  prendre  le  point  F  du 
même  côté  du  point  G ,  par  rapport  au  point  M ,  com- 

me on  l'a  fuppofé  en  faifant  le  calcul:  Se  qu'au  contraire 
fi  elle  eft  négative ,  il  le  faudra  prendre  du  côté  oppofé. 
Il  en  eft  de  même  lorfque  la  courbe  AMD  eft  concave 

vers  le  point  B  '■>  mais  il  faut  obferver  qu'on  aura  pour  lors 
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■^^  =  ï^!5^:;:^-  D'oùil  fuir  que  les  rayons  rompus 
infiniment  proches  lont  convergens  lurfque  la  valeur  de 
]S/L^  eft  poficive  dans  le  premier  cas,  Se  négative  dans  le 

fécond:  5c  qu'au  contraire  ils  font  divergen.slorf]u'ellee{t 
négative  dans  le  premier  cas ,  6c  pofitive  dans  le  fécond. 
Cela  pofé  ,  il  eft  évident , 

J°.  Que  Ci  la  courbe  AMD  eft  convexe  vers  le  point 
lumineux  B,  &  que  m  Toit  moindre  que  n  ;  ou  que  fi  elle 
eft  concave  vers  ce  point, &  que  m  (urpaffe  n:  les  rayons 
rompus  infiniment  proches  (eront  toujours  divergens. 

2°.  Que  fi  la  courbe^A/"/)  eft  convexe  vers  le  point  lumi- 

neux Z?,  &  que  m  lurpafl^e  «  j  ou  que  fi  elle  eft  concave  vers 
ce  point,  ôcquewfoit  moindre  que  w;  les  rayons  rompus 

infiniment  proches  feront  convergens,  lorfqueiV/A:(^— J 

eft  moindre  que  MHf~-  —  ̂   ou  ̂    ^^)i  divergens,  lorf- 

qu'elle  eft  plus  grande  ;&  parallèles,  lorfqu'elle  eft  égale. 
Or  comme  MK'=^° ^  lorfque  les  rayons  incidens  font  pa- 

rallèles, il  s'enfuit  qu'en  ce  cas  les  rayons  rompus  infini- 
ment proches  feront  toujours  convergens. 

Corollaire     IV. 

'^V?'-  O  I  le  rayon  incident  BM  touche  la  zoMxhs  AMU 
au  point  Af,  l'on  aura  ME[a)^=o-->U.  partant  MF=^b. 
Ce  qui  fait  voir  que  le  point /=■  tombe  alors  fur  le  point  G. 

Si  le  rayon  incident  .S^eft  perpendiculaire  à  la  courbe 
AMD  ^  les  droites  ME  [a)  &i  MG{1>]  deviendront  éga- 

les chacune  au  rayon  CMàe  la  dévelopee  ;  puifqu'elles  fê 
confondent  avec  lui.  On  aura  donc  MF=^   ^^?= —  . 

qui  devient  ̂ ^_^^  lorfque  les  rayons  incidens  font  paralle- 

les  entr'eux. 
Si  le  rayon  rompu  il/Ftouche  la  courbe  JMD  au  point 

Mt  l'on  aura  y^/G [l>)=-  o.  D'où  l'on  voit  que  la  cauftique touche  alors  la  courbe  donnée  au  point  m. 
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Si  le  rayon  CM  de  la  dévelopëe  eft  nul  ;  les  droires 

ME  (a) ,  MG (é)  feront  iLuiTi  egaks  à  zéro  j&  par  confe- 

quenr  les  termes  aan,  bhmy  font  nuls  par  rapport  aux  au- 

tres bmy,  any.  D'où  il  fuit  (\\ieMF=^o;  ôcqu'ainfi  la  cau- 
ftique  a  le  point  /!^  commun  avec  la  courbe  donnée. 

Si  le  rayon  CM  de  la  dévelopée  eft  infini  -,  les  droites 
ME(a),  MG{b)  feront  aulFi  infinies j  &  par-conléquenc 
les  termes  bmy^any  feront  nuls  par  rapport  aux  autres 

aan,  bbmy  :  de  forte  qu'on  aura  MF  =  ̂ ^ -•''-.  Or*com-  *Jn.  153. 

me  cette  quantité  eft  négative  lorfque  l'on  fuppofe  que 
le  point  F  tombe  de  l'autre  coté  du  point  i?  par  rapport 
à  la  ligne  AMD,  &  qu'au  contraire  elle  eft  pofîtive  lorf- 
qu'on  fuppoie  qu'il  combe  du  même  côté  ;  il  s'enfuit  *que  *Art.  ijf». 
l'on  doit  prendre  le  point  F  du  même  côté  du  point  B, 
c'eft-à-dire  que  les  rayons  rompus  infiniment  proches  lonc 
divergens.  Il  eft  évident  que  le  petit  arc  Mm  devient  alors 

une  ligne  droite,  &  que  la  conftrudion  précédente  n'a 
plus  de  lieu.  On  peut  lui  iubfticuer  celle  ci  ,  qui  fervira 
à  déterminer  les  points  des  cauftiques  par  réfraélion  lorf- 

que la  ligne  AMD  eft  droite. 

Ayant  mené  BO  perpendiculaire  fur  le  rayon  incident  Fig.  114. 
BM^  &i  qui  rencontre  en  O  la  droite  MC  perpendiculai- 

re fur  ̂ Z)j  on  tirera  OZ  perpendiculaire  fur  le  rayon 

rompuvî/Gi&ayantfaitl'anglciJO/f  égalàl'angleZO-^/, 
on  fera  BM-  BFî  r.  ML .  MF.  Je  dis  que  le  pointi^  fera  à 
la  cauftique  par  réfraiîlion. 

Caries  triangles  réâ:anglesyW£C6Cyl/50,yI/GC&yl/r.O 

feront  toujours  femblables  de  quelque  grandeur  que  l'on 

fuppofe  CA^;  &  partant  lorfqu'elle  devient  infinie,  l'on 

aura  encore  ME  [a) .  mG  (  b  )  .-.•  BM[y) .  ML  =  -^ .  Et  à 

caufe  des  triangles  femblables  OLM^  OBH,  l'on  aura  auflî 

OL.0B{n.m)::ML(^).BH==^■^.D'oh\onyoï^<l^^Q 

BM^y)^BHC^)::ML{!i),MF}-^\ 
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Corollaire     V. 

I50'  1  L  efl:  clair  que  deux  quelconques  des  trois  points 
J^ ,  C,  F,  étant  donnés,  on  peut  facilement  trouver  le 
troifiéme. 

Exemple      L 

FiG.  115.  ij9.  ̂   o  I T  la  courbe  AMD  un  quart  de  cercle  qui  aie 
pour  centre  le  point  C  ;  foient  les  rayons  incidens  BA, 

B-M^  BD  parai  leles  entr'eux ,  &  perpendiculaires  fur  CZ)j 
foit  enfin  la  raifon  de  w  à  »  ,  comme  ^  à  2,  qui  elt  celle 

que  ToufFrent  les  rayons  de  lumière  en  paffant  de  l'air  dans 
le  verre.  Puifque  la  déveiopee  du  cercle  y^iVfD  fe  réunit 

en  un  point'C  qui  en  eft  le  centre,  il  s'enfuit  que  fi  l'on 
décrit  une  demi-circonference  MEC  qui  aie  pour  diamc. 

tre  le  rayon  CM,  &c  qu'on  prenne  la  corde  CG  =  jCEi 
la  ligne  MG  fera,  le  rayon  rompu,  fur  lequel  on  détermi- 

nera le  point  F,  comme  l'on  a  enfeigné  ci-devant  art.  135. 
Pour  trouver  le  point /foule  rayon  incident  j5^  per- 

pendiculaire fur  AMD  touche  la  cauftique  par  réfra- 

*Ay-t.  137.   dion,ronaura*^H'(^— ^J  =  _y^  =  jC^.Et  fil'ondécrit 
une  demi- circonférence  CND  qui  ait  pour  diamètre  le 

rayon  CD ,  &  qu'on  prenne  la  corde  CN^^-CD  -,  il  eft 
*Art.  137.  clair''  que  le  point  N  fera  à  la  cauftique  par  réfradion, 

puifque  le  rayon  incident  BD  touche  le  cercle  AMD  au 

point  D. 
*An.  131.       Si  l'on  mené  AP  parallèle  à  CD;  il  eft  vifible*que  la 

portion  FFI=AII —  MF  —  jPaI:  de  forte  que  la  cau- 

ftique  entière  HF2^=  }CA  —  D2^=  ̂ ~=^  CA. 
FiG.  11(5.  Si  le  quart  de  cercle  ./^AfZ)  eft  concave  vers  les  rayons 

incidens  BAI,  &  que  la  raifon  de  m  à  n  foit  de  2  à  j  5  on 

prendra  fur  la  demi-circonférence  CEM  qui  a  pour  dia- 

mètre le  rayon  CM,  la  corde  CG  =  ~CE,&con  tirera  le 

rayon  rompu  MG  fur  lequel  on  déterminera  le  point  F 
par  la  conftrudion  générale  art.  133. 
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du  coté  "^  de  la  convexité  du  quart  de  cercle  ̂ AfD,  &  *J>-t.  13^. 

double  du  rayon  y4C.  Ec  fi  l'on  fuppofe  que  CG  ou  [  CE 
foie  égale  à  CM  J  il  efl:  manifefte  que  le  rayon  rompu  MF 

touchera  le  cercle  A  AdD  en  M,  puifqu'alors  le  pomt  G  Te 
confondra  avec  le  point  M.  D  où  il  fuit  que  fi  l'on  prend 
C£==fCZ>,  le  point  M  tombera  au  point  A'  ou  la  cau- 

ftique  Wif^iV"  touche  le  quart  de  cercle  ̂ AfZ).  Mais  lorfl  >^_^^^t^ ,,-,. 
que  CE  furpafle  ̂   CD,  les  rayons  incidens  BM  ne  pour- 

ront plus  fe  rompre ,  c'eft  à  dire  paflèr  du  verre  dans  l'air  ; 
puifqu'il  eft  impoflible  que  CG  perpendiculaire  fur  le  rayon 
rompu  MG,  foit  plus  grande  que  CM  :  de  forte  que  tous 

les  rayons  qui  tomberont  fur  la  partie  iV^ûfê  réfléchiront. 

Si  l'on  mené  AP  parallèle  à  CD  J  il  eft  clair  *  que  la  *  An.  131. 
portion  FH=^AH — MF  -1-  \P M  :  de  forte  que  menant 
2^K  parallèle  à  CD ,  la  cauftique  entière  HFN=  2CA 

^{AK^l^CA. 

Exemple     II. 

14°'  joiT  la  courbe  AMD  une  logarithmique  fpirale  Fie  117. 
qui  ait  pour  centre  le  point  ̂ ^  duquel  partent  tous  les 
rayons  incidens  A  M. 

Il  eft  clair* que  le  point  E  tombe  fur  le  point  A.,  c'eft  *^rt.  91 
à  dire  que  a  =j'.  Si  donc  l'on  met  à  la  place  de  a  fa  va- 

leur;/dans  2^^— ̂ ;^lp-^valeur*  de  A/ i^lorfque  la  courbe  *Jrmi. 
eft  concave  du  corédupointlumineux  j  onaura  MF  =  h; 

d'où  l'on  voit  que  le  point  F  tombe  fur  le  point  G. 
Si  l'on  mené  la  droite ^G,&  la  tangente  MT  ■■,  l'ano-Ie 

./^GOcomplément  à  deux  droits  de  l'angle^^GM^  fera  égal 
àl'an^\e  AMT.  Carie  cerclequia  pour  diamètre  la  lio-ne 
C/W,  pafl^ant  par  les  points  ̂ & G,  les  angles^G0,^Af7' 
ont  chacun  pour  mefure  la  moitié  du  même  arc  A  M.  Il 
eft  donc  évident  que  la  cauftique  AGJV  ei\  la  même  lo- 
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garichmique  fpirale  que  la  donnée  AMD,  &  qu'elle  n'en 
diffère  que  par  fa  poficion. 

Proposition      II. 

Problême. 

FiG.iiS.  1^1.  j^^  caullique  H  F  far  rèfraBion  étant  donnée  avec 
fon  point  lumineux  B ,  (j;"la  rutfon  de  m  à  n  ;  trouver  une  in- 
finité  de  courbes  telles  que  A  M  ,  dont  elle  [oit  cau^iique  far  ré- 
fraBion. 

Ayant  pris  à  difcrécion  far  une  tangente  quelconque 
mA^  le  point  A  pour  un  des  points  de  la  courbe  AM^  on 

décrira  du  centre  5  5c  de  l'intervale  BA  l'arc  de  cercle 

AP,  ôc  d'un  autre  intervale  quelconque  BMvtn  autre  arc 

de  cercle ;& ayant  'çn%AE^=~PM,  on  décrira  en  en- 

velopant  la  cauftique  H  F  une  ligne  courbe  EM^  qui  cou- 

pera l'arc  de  cercle  décrit  de  l'intervale  BM,  en  un  point 
*Art.  131.  M  qui  fera  à  la  courbe  cherchée.  Car*/'^.  AE  on  MZ 

:  ;  m.  n. 
Autre     Solution. 

142..  C_)n  cherchera  fur  une  tangente  quelconque  FM, 

autre  queff^,  lepoint  Af  tel  que  HF  -^FM-i-  ̂ -^M 

=HA  +•  I  BA.  C'eft  pourquoi  Ci  l'on  prend  FK=  ̂   BA 

-i-AH — F  H,  8c  qu'on  trouve  fur  PiiC  un  point  A/ tel  que 

*Art.  132.  MK  =  -  BM,  il  fera  *  celui  qu'on  cherche.    Or  cela  fe 

Fie.  up.  peut  faire  en  décrivant  une  ligne  courbe  GMtelle  que  me- 

nant d'un  de  fes  points  quelconque  iVf  aux  points  don- 

nés i?,iC,  les  droites  MB,  MK,  elles  ayent  toujours  entr'- 
elles  un  même  rapport  que  min.  Il  n'eft  donc  queftion 
que  de  trouver  la  nature  de  ce  lieu. 

Soit  pour  cet  effet  menée  MR  perpendiculaire  fur  BK, 
&  nommée  la  donnée  BK ,  ̂  3  &  les  indéterminées  BRy 

x;  RM,y.  Les  triangles  réàangles  BRM,  KRM  donne- 

ront  BM  =  Vxx'h^,  ôC KM= Vaa  —  2ax -t-  xx  -i-yy: de 
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de  forte  que  pour  remplir  la  condition  du  Problême ,  l'on 

aura  V.vAr  ,  yy  ̂aa  —  zax-^xx-^yy  ■.:  m.n.  D'oùi'on  tire 
yy^'""""^ --'"""'_- XX,  qui  eft  un  lieu  au  cercle  nue  ion //  mm  -^  nn 

conftruira  ainfi. 

Soit  prife5G^^^,&i?^=--^  ,  &  foit  décrit  du 

diamètre  G^  la  demi-circonférence  GM^:  je  dis  qu'elle 

fera  le  lieu  requis.  Car  ayant„^  oaB.^^^BR  =  "^   x, 

!i.RGo\iBR—BG=:X   ^^  5  la  propriété  du  cercle, tn-^n  r      r  ' 

qui  donne  ̂ R  x  RG=RM\  donnera  en  termes  analyti- 
_    _  lammx — aatnm 
ques  yv=-   —  —  xx. ^  y  y  mm  —  nn 

Si  les  rayons  incidens  BA^  B^  font  parallèles  à  une  Fig.  uc 
droite  donnée  de  pofition,  la  première  lolution  aura  tou- 

jours lieu  ;  mais  celle  ci  deviendra  inutile,  &  on  pourra 
lui  fubftituer  la  fuivante. 

Soit  prifei='Z  =  ̂ /^ — HF .,  Payant  mené  LG  pa- 
rallèle à  AB  Se  perpendiculaire  fur  WP,  on  prendra  ZO 

=  ̂   ZG,  &c  on  tirera  Z/' parallèle  à  GO,  &:  T'A/ parallèle 

à  Gc.  Il^eft  clair*que  le  point  yi/fera  celui  qu'on  cher-  *^4rt.\;i. 

che:  car  puifque  ZO  ="-ZG,  ML  =~Pm. 'IL  m  n> 

Si  la  cauftiqueFWpar  refraâ:ion,fe  rednitenun  point; 
les  courbes  ̂ /i/ deviennent  les  Ovales  de  Defcartes ,  qui 
ont  fait  tant  de  bruit  parmi  les  Géomètres. 

Corollaire    I. 

143*  v_/M  démontre  de  même  que  dans  les  cauftiquespar 
rériéxion*,que  les  courbes  ̂ M  font  de  nature  diffcrenrc  *  /;?.  150, 

entr'elles,  6c  qu'elles  ne  font  géométriques  que  lorfque  la 
cauftique  Hf  par  réfraction  eft  géométrique  &  récliriable. 

Corollaire     II. 

^44'LJne  ligne  courbe  AM  étant  donnée  avec  le  Fie.  m. 
point  lumineux  J?,&la  raifon  de  ?«à«j  trouver  une  infi- 
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mcé  de  lignes  telles  queZ)iV^,  en  forte  qne  les  rayons  rom- 

pus M  Nie  rompent  de  nouveau  à  la  rencontre  de  ces  li- 

gnes DA^  pour  fe  réunir  en  un  point  donné  C 

Si  l'on  imagine  que  la  ligne  courbe  Wi^foit  lacauftique 
par  réfradion  de  la  courbe  donnée  ̂ iW  ,  formée  par  le 
point  lumineux  5;  il  eft  clair  que  cette  mêinelit^ne  Jfi? 
doit  être  auiïi  la  cauflique  par  refradion  de  la  courbe  cher- 
chée  DiV,  ayant  pour  point  lumineux  le  point  donné  C. 

'^Jrt.  ,31.  Ceft  pourquoi*  £^^-^^^=|^jW-+^i^ -h i^T/,  & 
NF-^FH—~UC=^HD- 1  DCi  &l  partant  £5^ -^^W 

=  "  BM  w-  M2^  -t-  HB  —"DC-^~NC;èL  tranfpo- 

fant  à  l'ordinaire, £  5^  — £  5M  ■+- ,^  £)C-ï-^D  =iWi\r 

-H  ~  2VC.  Ce  qui  donne  cette  conftrudion. 

Ayant  pris  à  difcrétion  fur  un  rayon  rompu  quelcon., 
que  y^H  le  point  D  pour  un  de  ceux  de  la  courbe  cher- 

chée D2^,  on  prendra  fur  un  autre  rayon  rompu  quelcon- 

que MF  la  partie  MK  —  ~  BA  —  £  BM  -*-  ~  DC-+-AD  i. 

*jîrt.  141.  Si  ayant  trouvé,  comme  ci.deflus  *,  le  point  N  tel  que 

*  Art.  131.  2^Tiç_  :=!  2^c,  ileft  clair*  qu'il  fera  à  la  courbe  D^, 

Corollaire    G  e'n  e'r.  a  l. 
Pour  les  trois  Sèclions  précédentes. 

*Art.  So.  i^j,  1^  L  eft  manifefte  *  qu'une  ligne  courbe  n'a  qu'une 
gj.  107.10  .  Çi^^^Iq  dévelopée,  qu'une  feule  cauftique  par  reHéxion,  Sc 
114.1  5-I"-  qu'uiie  feule  par  rcfraclion ,  le  point  lumineux  &  le  rap- 

port des  finus  étantdonnés ,  lefquelles  lignesfont  toujours 
géométriques  &  rédlifiableslorfque  cette  courbe  efl;  géo- 

métrique. Au  lieu  qu'une  même  ligne  courbe  peut  être  la 
dévelopée,  &  l'une  êc  l'autre  cauftique  dans  le  même  rap- 
port  des  finus,  Se  dans  la  même  pofition  du  point  lumi- 

neux, commune  à  une  infinité  de  lignes  très  différentes 

entr'elles.  Se  qui  ne  font  géométriques  que  lorfque  cette 
courbe  eft  géométrique  &;  reclifiable. 

Ï19.  154 

H3 
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Section    VIII. 

1Jfa,(n  au  calcul  des  différences  pour  trou-ver  les  points 

des  Ito-nes  courbes  mi  touchent  une  infinité  de  lignes 
données  de  bofttion ,  droites  ou  courbes. 

Proposition     I. 

Problême. 

^4"'  ootT  donnée  une   ligne  quelconque  AMB  ,  qui  ̂ />Fig.iii. 
four  axe  la  droite  AP  ;  foient  de  plus  entendues  une  infinité 
de  paraboles  AMC,  AmC,  quipafient  toutes  par  le  point  K^  iî^ 
qui  ayentpour  axes  les  appliquées  PM  ,  prn.   il  faut  trouver 
la  ligne  courbe  qui  touche  toutes  ces  Paraboles. 

Il  eft  clair  que  le  point  touchant  de  chaque  parabole 

AMC  eft  le  point  d'interfeélion  C  où  la  parabole  AmC  , 
qui  en  eft  infiniment  proche,  la  coupe.  Cela pofé, 6c ayant 
mené  CK  parallèle  à  Mf^  foient  nommées  les  données 
AP.,xi  PM,y  ;  8cles  inconnues  AK,ui  KC,  i^  On  aura 

par  la  propriété  de  la  parabole,  ̂ p''  (xx)  .~PK^  (uu  —  2ux 
-H  xx)  ::  MP  (y) .  MP  —  CK  (y  —  z,)-  Ce  qui  donne  ;-xx 
=  2uxy —  uuy^  qui  eft  l'équation  commune  à  toutes  les 
paraboles  telles  que  AMC.  Ot  je  remarque  que  les  in- 

connues AK  (u)  &.  KC  (k)  demeurent  les  mêmes,  pen- 
dant que  les  données  AP  (x)  &  PM  (y)  varient  en  de. 

venant  Ap^pm;  &i  qu'il  n'arrive  que  KC  (\)  demeure 
la  même  ,  que  lorfque  le  point  C  eft  celui  d'inter/c- 
dlion  :  car  il  eft  vifible  que  par  tout  ailleurs  la  droite  KC 
coupera  les  deux  paraboles  ̂ A/C, /^wC  en  deux  diffe- 

rens  points,  6c  qu'elle  aura  par  conléquent  deux  valeurs 
qui  répondront  à  la  même  de^Â'.  C'eft  pourquoi  fi  l'on 
traite  u  &  ̂ comme  conftantes ,  en  prenant  la  différence 

de  l'équation  que  l'on  vient  de  trouver,  on  détermine- 
ra le  point  C  à  être  celui  d'intcrfédion.  On  aura  donc 

2%}(.dx  =2uxdy  -^  zuydx — »a^;d'où  l'on  tire  l'inconnue 

Rij 
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^K  (u)  = -^l^-ir^I^- en  mettant  pour  ̂   fa  valeur 
luxy  -.-miy  .^  ̂  l^  natiuc  dc  la  courbe  y4MB  étant  donnée, 

on  trouvera  une  valeur  de  dy  ça  dx ,  laquelle  étant  fubftù 
tuée  dans  la  valeur  dc^K,  cette  inconnue  fera  enfin  ex- 

primée en  termes  entièrement  connus  &  délivrés  des  dif- 

férences.'  Ce  qui  étoit  propofe. 
Si  au  lieu  des  paraboles^ A/C,on  propofoit  d'autres  lignes 

droites  ou  courbes  dont  la  pofition  fût  déterminée,  on  ré- 
foudroit  toujours  le  Problème  à  peu  près  de  la  même  ma- 

nière :  ôc  c'eft  ce  que  l'on  verra  dans  les  Propofitions  fuivan- tes. 
Exemple. 

147*  v2uE  l'équation  xx  =  ̂ ay  —  ̂ yy  exprime  la  na- 
ture de  la  courbe  AMB  ■■  elle  (era  une  demi  -  ellip/e  qui 

aura  pour  petit  axe,  la  droite  AB=^^  perpendiculaire  fur 
AP^  &C  dont  le  grand  axe  fera  double  du  petit. 

On  trouve  xdx  i=  zady  —  ^ydy  ;   &  partant  AK 

(''^E-^J  =  ~  =  ̂ .  D'où  U  fuit  que  fi  l'on  prend 

AK  quatrième  proportionnelle  à  MF,  PA,  A  P.,  &  qu'on 
mené  KC  perpendiculaire  fur  AK  i  elle  ira  couper  la  pa- 

rabole AMC  au  point  cherché  C 
Pour  avoir  la  nature  de  la  courbe  qui  touche  toutes 

les  paraboles,  ou  qui  paflè  par  tous  les  points  Cainfi  trou- 

vés,  on  cherchera  l'équation  qui  exprime  la  relation  de 
AK  (u)  à  KC  (\^)  en  cette  forte.  Mettant  à  la  place  de 

u  fa  valeur  —  dans  z^x  =  zuxy  —   uuy ,  l'on  en  tire 

^^^•,  &  partant  x  ou  2^=-?^—.    Si  donc  l'on 
1» 

mec  ces  valeurs  à  la  place  de  x  &cy  dans  xx  =  ̂ ay  —  ̂ yy, 

on  formera  l'équation  au  =.^aa  —  ^az,  où  x  èiy  ne  fe 
rencontrent  plus,  Se  qui  exprime  la  relation  de  AKàKC. 

D'où  l'on  voit  que  la  courbe  cherchée  eft  une  parabole 
qui  a  pour  axe  la  ligne  PA,  pour  fommet  le  point  P,  pour 
foyer  le  pointa,  6c  dont  le  paramètre  par  confequenceft 
quadruple  de  AP.  \ 
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On  vient  de  trouver^  =  ~~-,  à'où  Ton  tire  KC  (x.) 
_-i2Ln££.  Or  comme  cette  valeur  efl;  poricive  lorfque y 

^yfurpadè/i,  négative  lorfqu'il  eH:  moindre,  6:  nulle  lorf- 
qu'il  lui  efl:  égal:  il  s'enfuie  que  le  point  couchant  C  tom- 

be au  deflus  de  ̂ /'dani  le  premier  cas,  comme  l'on  avoir 
fuppofe  en  faifant  le  calcul  ;  au  delFous  dans  le  fecondj  Se 
enfin  fur  ̂ /^  danv  le  troifiéme. 

Si  l'on  mené  la  droite  ̂ C  qui  coupe  MPen  Gi  je  dis 
queMG^HQ^,  &  que  le  point  G  eft  le  foyer  de  la  para- 

bole ^MC.  Car ,  1°.  ̂ iC  ("~f) .  KC  C-^^^)  :  :  AP  {xj . 
PG^^y— ^.&:  partant  iWG=:^ — j/^^BQj  1°.  Le  para- 

mètre delà  parabole y^i\<fC,efl:=^^i — ^jen  mertanr  pour 

ata:  fa  valeur^  7)/  —  ̂ j^^jôc  partant  ̂ Gf'-^  — jj^^  l'i  qua- 
trième partie  du  paramètre  :  d'où  l'on  voit  que  le  point 

G  eft  le  foyer  de  la  parabole  ;  Se  qu'ainfi  l'angle  .g^Cdoit 
.être  di  vifé  en  deux  également  par  la  tangente  en  j4. 

Il  fuit  de  ce  que  le  paramètre  de  la  parabole  AMC  efk 

quadruple  de  B^  que  le  fommet  M  tombant  en  A^  le 

paramètre  fera  quadruple  de  ̂ ^,  &qu'ainfila  parabole, 
quia  pour  fommet  le  point  A^  eft  afymptotique  de  celle 
qui  palTe  par  tous  les  points  C. 
Comme  la  parabole  EC  touche  toutes  les  paraboles 

telles  que  AMC'->  il  eft  clair  que  toutes  ces  paraboles  cou- 
peront la  ligné  déterminée  ̂ C  en  des  points  qui  feront 

plus  proches  du  point  A  que  le  point  C.  Or  l'on  démon- 
tre dans  la  B3liftique(en(uppofant  que^K  foit  horizon- 

tale) que  toutes  les  paraboles  telles  que  ̂ AfC  marquent 

le  chemin  que  décrivent  en  l'air  des  Bombes  qui  feroient 
jettées  par  un  Mortier  placé  en  A  dans  toutes  les  éléva- 

tions podîbles  avec  la  même  force.  D'où  il  fuit  que  fi 
l'on  mené  une  droite  quidivifeparle  milieu  l'anglcg^Ci 
elle  marquera  la  pofition  que  doit  avoir  le  Mortier,  afin 

que  la  Bombe  qu'il  jette,  tombe  fur  le  plan  redonné  de 

pofition ,  en  un  point  C  plus  éloigné  du  Mortier ,  qu'en toute  autre  élévation. 
Riij 
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Proposition     IL 

Problême. 

FiG.  U3.  148.  3  o  I  T  donnée  une  courbe  quelconque  AM,  qui  ait 
four  axe  la  droite  AP;  trouver  une  autre  courbe  BC  teEe 

qu'ayant  mené  a  difcrêtion  l'appliquée  P  M ,  d^-  la  perpendi- 
culaire PC  ̂   cette  courbe ,  ces  deux  lignes'PM^PC/oient tou- 

jours égales  entr  elles. 

Si  l'on  conçoit  une  infinité  de  cercles  décrits  des  cen- 
tres P,  /-,  &  àes  rayons  PC,  pC  égaux  à  PM,  pm  >  il  eft 

clair  que  la  courbe  cherchée  BC  doit  toucher  tous  ces 
cercles,  6c  que  le  point  touchant  C  de  chaque  cercle  eft 

le  point  d'interfeclion  où  le  cercle  qui  en  eft  infiniment 
proche,  le  coupe.  Cela  pofé  ,  foie  mené  CK  perpendicu- 

laire fur  ̂ P i  foient  nommées  les  données  &  variables 

^P,  x;  PM  ou  PC,  y,  les  inconnues  ôc  conftantes^iC, 

«3  KC ,  z^;  &  l'on  aura  par  la  propriété  du  cercle  1^' 
=  PK' -*-~KC',  c'eftà  dire  en  termes  analytiques j/j/=:  xx 
—  2UX  -^  uu  -t-  z^,  qui  eft  l'équation  commune  à  tous 
ces  cercles,  dont  la  différence  eft  2jidj'  =  2xdx  —  2udx : 

d'où  l'on  tire  PK  [x  —  »  =  ̂   j  ce  qui  donne  cette  con- 
ftrucTiion  générale. 

Soit  menée  A/^  perpendiculaire  à  la  conrheAMi  & 

ayant  pris  7'iiC=7'^,  foit  tirée  KC  parallèle  à /'Af;  je  dis 

qu'elle  rencontrera  le  cercle  décrit  du  centre  /*  &  du 
rayon  PC  =  /"  M  au  point  C,  où  il  touche  la  courbe  cher- 

chée £C.  Ce  qui  eft  évident;  puifque/'^=-^. 

On  peut  encore  trouver  la  valeur  de  PK  de  cette  au- 
tre manière. 

Ayant  mené  PO  perpendiculaire  fur  Cp,  les  triangles 

réâangles/O/',  PKCisvont  femblablesj  &  partant/"/ 

(dxJ.Op(dy)::rC(y).PK=^'^^. 

Lorfque  P^^=PM,  il  eft  clair  que  le  cercle  décrit  du 

rayon /"C,  touchera  KC  au  point  iC;  deibrteque  iepoinc 
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touchant  Cfe  confondra  avec  le  point  K ,  6c  tombera  peu 

confequent  fur  l'axe. 
Mais  lorfque  PQ^  furpaffera  PM^  le  cercle  décrit  du 

rayon  T'Cne  pourra  toucher  la  courbe  BCh  puifqu'il  ne 
pourra  rencontrer  la  droite  iCCen  aucun  point. 

Exemple. 

149  Soit  la  courbe  donnée  AM^  une  parabole  qui  Fig.  113. 

ait  pour  équation  ax  =yy-  On  aura  /'^ou  PK  ( x  — u) 
1=  I  rt  J  &  par  confequent  x  =^\a-^u,^yy^=  \.aa  -v-  2;:^ 

'à  caufe  du  triangle  ré^angle  PKC.  Or  fi  l'on  met  ces  va- 
leurs dans  ax=iyy,  on  formera  l'équation  Y^^-t-^»=  4^''^ 

•+■  z^  ou  ̂ aa  -t-  au  =  2^,  qui  exprime  la  nature  de  la 

courbe  ̂ C.  D'où  il  eft  clair  que  cette  courbe  eft  la  mê- 

me parabole  que  A  M  J  puifqu'elles  ont  l'une  &l  l'autre  le 
même  paramètre  ̂ ,  &c  que  fon  fommet  i?eft  éloigné  du 

fommec-(^  de  la  diftance  B^  =  -^a. 

Proposition     III. 

Problème. 

I/O-  o  o  I  T  donnée  une  ligne  courbe  quelconque  A  M  ,  qui  Fig.  114 
att  four  diamètre  la  droite  AP  ,  ̂  dont  les  appliquées  PM, 
pm  foient  parallèles  à  la  droite  hQ^onnée  de  pofition;  ̂  
ayant  mené  MQ^,  mq  parallèles  ̂   A  P ,  foient  tirées  les 
droites  PQC  ,  pqC.  On  demande  la  courbe  AC  qui  a  pour 
tangentes  toutes  ces  droites  :  ou,  ce  qui  eji  la  même  chofe , 

il  s'agit  de  déterminer  fur  chaque  droite  PQC  le  point  tou- chant C. 

Ayant  imaginé  une  autre  tangente/f '^  infiniment  pro- 
che de  PS£,  &  mené  CK  parallèle  à  ̂ Q^  on  nommera 

les  données  &  variables  AP  ,xy  PM  ou  AS^yi  les  in- 
connues £c  confiantes  y^iv ,  »;  /<C,  ̂ 5  ôc  les  triangles 

femblables  PAQ^,  PKC  donneront  AP  (x).  Al  (y) 

::  PK(x-^u).  KC  (7^)  =^  y  -^  "l ,  qui  eft  l'équation 
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commune  à  toutes  les  droites  telles  que  KC.  SadifFércn. 

dy^-. — -.   L_  — o.doùl'ontire^/K/aJ^-T — ^. ^  XX  '  '    '         yax — xUy* 

Ce  qui  donne  certe  conftruclion  générale 
Soit  menée  la  tangente /l/r,  ôc  (oitprife  y^K  troifiémc 

proportionnelle  à  ̂.'r,v^,":  jedii  que  fi  l'on  mené  KC  pa- 
rallèle à  A^  elle  ira  couper  la  droite  P^  au  point 

cherché  C. 

Exemple     I. 

FiG.  124.  ijT.  ̂ oiT  la  courbe  donnée  ̂ Af,  une  parabole  qui 

aie  pour  équation  ax=yy.  On  aura  AT^=AP'->  d'où  il  fuie 
que  AK  [tt]  =  AT,  c'eft  à  dire  que  le  point  K  tombe  fur 
le  point  T.  Si  l'on  veut  à  prefent  avoir  une  équation  qui 
exprime  la  relation  de  AK  (u)  à  KC  (^);  on  trouvera 

KC  (2:)  =2y,  puifque  l'on  vient  de  trouver  que  PK  eft 
double  de  AP.  Mettant  donc  à  la  place  de  x  &  /  leurs 

valeiift  u  Si.  \z^  dans  ax  '^^^yy,  on  aura  ̂ au  =  z^:  d'où 
l'on  voit  que  la  courbe  AC  eft  une  parabole  qui  a  pour 
fommec  le  pointa,  &  pour  paramètre  une  ligne  quadru- 

ple du  paramètre  de  la  parabole ^vV/.' 

Exemple    II. 

FiG.  115,  1^1.  *^  o  I  T  la  courbe  donnée  AM,  un  quart  de  cercle 
PMD  qui  ait  pour  centre  le  point  A^  &  pour  rayon  la  li- 

<y<-?:AB  ou  AD  ,  que  j'appelle  a.  U  ell  clair  que  PQ^ed. 
toujours  égale  au  rayon  v^^  ou  AP ,  c'eft  à  dire  qu'elle 
eft  par.  tout  la  même  .-  de  forte  que  l'on  peut  concevoir 
que  Tes  extrémités  P,Q_^  gliflênt  le  long  des  côtes  PA, 

AD  de  l'angle  droit  BAD.  On  aura  AK  (»)  =  ,^ ,  puifque 

AT=  - i  &  les  parallèles  /ÇC,^^donneronc^/'  {x).P^ 

{a)  ::  AK  (~)-  ̂ C==  ̂  .  D'où  l'on  voit  que  pour  avoir 

le  point  touchant  C,  il  n'y  a  qu'à  prendre  Q^C  troifiémc 

propor- 
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^  proportionnelle  à  PQ^ècAP.  Si  l'on  cherche  l'équatioa ^  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  BCD  ,  on  trouvera 

celle-ci,  a'  —  ̂ aau^  •*'      ̂ a^uu —        ̂ '^1=0, 

^  -h  ;^^     ■+■  2iaaz^    -+-  3a^i^ 

< 

Corollaire     I. 

1/3'  S  I  l'on  veut  chercher  le  rapport  de  la  portion  BC 
de  la  courbe  BCD  à  fa  tangente  CP,  l'on  imaginera  une 
autre  tangente  cp  infiniment  proche  de  CP  '>  £c  ayant  dé- 

crit du  centre  C  le  petit  arc  PO,  l'on  aura  cp  —  CP  ou  Op 

~Cc  =  —  '^    pour  la  diflFérence  de  CP  =  f^i^z^.- 

d'ovi  l'on  tire  Cc=Op-h  '^^.  Or  à  caufe  des  triangles  rë- 

danglesTemblables^/'^j/'/O,  l'on  aura  PQ^[a).  AP  [x) 

:  :  Pp  (dx) .  Op=^ .  &  partant  Ce  =^~  =  DC—Di;.  Il 

eft  donc  manifefte  qu'en  quelque  endroit  quel'onprenne 

le  point  C,  l'on  aura  toujours  DC — Vc  [^^).CP  —  cp 

^■ixdx_.    _  ̂     ̂^  D'où  il  fuit  que  la  fomme  de  toutes  les 
différences Z)C  —  Dcqui  répondentà  la  droite  PD,  c'efl: 
à  dire*  la  portion  Z)C  de  la  courbe  ̂ CZ>,  eft  à  la  fomme  'f-yirt.  ç,c. 
de  toutes  les  différences  CP —  cp  qui  répondent  à  la  même 

droire/"/),  c'eftàdirc^à  la  tangente C/'.-.-^^.  2.  Et  de  mê-  *An.<)6. 
me  que  la  courbe  entière  j5C£)  eft  à  fa  tangente  BA::  ̂ .2, 

Co  ROLLAIRE       II. 

154'  o  I  l'on  dévelope  la  courbe  BCD  en  commençant 
par  le  point  O,  on  formera  la  ligne  courbe  DiVi^  telle  que 
CiV  CP  :  :  J.2  .  puifqueCA^  eft  toujours  égale  à  la  portion 

X)CdeIa  courbe  BCD.  D'où  il  fuit  que  les  fédeursfem- 
blables  CNii^CPO  fontentr'eux.-:<>.  ^.  &  partant  que  l'ef- 
pacc  DCiV  renfermé  par  les  courbes  DC,  DN-,  &par  la 
droite  CÎV  qui  eft  tangente  en  C,  §c  perpendiculaire  en 

S 
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i/,  eft  à  l'efpace  DCP  renfermé  par  la  Courbe  T>C^  îc  par 
les  deux  tangentes  DP,  CP,  comme  ^.  à  -^.  » 

Corollaire     III. 

I/J.  Le  centre  de  pefanteurdu  fécteur  CNn  doit  être 

fitué  fur  l'arc  PO  jpuifqueC/'=fCiV.  Et  comme  cet  arc 

eft  infiniment  petit,  il  s'enfuit  que  ce  centre  doit  être  fur  la 
droite  WZ)  ;  &  partant  que  le  centre  de  pefanteur  des  ef- 
paces  DCN.BDF ,  qui  font  compofés  de  tous  ces  fé- 

(îleurs ,  doit  être  fur  cette  droite  AD  :  de  forte  que  fi  l'on 
décrivoit  de  l'autre  côté  de  BF  une  figure  toute  pareille 
à  £DF,  le  centre  de  pefanteur  de  la  figure  entière  feroic 
au  point  yi. 

Corollaire      IV. 

^S^'  A  caufe  des  triangles  rectangles  femblables /',^_^;^, 

^PO,  l'on  aura PQ^faJ.  AQ_  ou  PM  fVaa  — xxj  ::Pf  (dx)  . 

PQ^d^y^^EEï,  Et  à  caufe  des fëdeursfemblablesCT'a 

C^« ,  l'on  au ra  auflî CP.  C7/,  ou  2 . /  .-.-PO  ('iï^î^^^=^j.iV« 

»^rt,  i.    =  ]i;^f^Eî±.  Or  le  rédangle  MP  x  Pp,  c'eft  à  dire  *  le 

petit  efpace  circulaire  MPfm  =  dxVaa  ■ —  xx.  On  aura 

àQncAB>^Nn  =  \MPpM:  d'où  il  fuit  que  la  portion  2<!D 

delà  courbe DA''i^ étant  multipliée  par  le  rayon  AB ^  eft 
fefquialtëre  du  fegment  circulaire  DMP,  &  que  la  courbe 
entière  DNF  eft  égale  aux  trois  quarts  de  BMD  qua- 

trième partie  de  la  circonférence  du  cercle. 

Proposition       IV. 

Problême. 

FiG.  11.6,  ̂ 57'  Soit  donnée  une  courbe  quelconque  AM,  qui  ait 

■pour  axe  U  droite  AP;  é'fiient  entendues  une  infinité  deper- 
fendicttlairei  MC,  mC  <»  cette  courbe.  On  demande  la  courbe 
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qui  a  pour  tangentes  toutes  ces  perpendiaiLiires  :  ou  ce  qui  efi 

la  mémechofe,  il  faut  trouver  fur  chaque  perpendiculaire  MC 
le  point  touch.mtG. 

Ayaiit  imaginé  une  autre  perpendiculaire  mC  infini- 

ment proche  de  A/C,  avec  une  appliquée  MP,  l'on  mè- 
nera par  le  point  d'interfedion  C  les  droites  CK  perpendi- 

culaire &  CE  parallèle  à  l'axe  :  ayant  enfuite  nomme  les 
données  &  variables  ̂ /',Ar;/'7V/,/ 5  les  inconnues  &con- 

ftances^iC,  ai  XC,;^;  l'on  aura /'^=-^,  i'i<:  ou  CE 

z=zu — ^,  ME=^y  -t-  j;^;6cles  triangles  rectangles  femblables 

MPQ__^  MEC  donneront  MP{y).  PQ,  (^  )  ;:  ME  (y-+z,). 

EC  (  u  —  x)  ̂ =^-^^^^ .  qui  eft  une  équation  commu- 

ne à  routes  les  perpendiculaires  telles  que  MC ^  5c  dont 

la  différence  (  en  luppofant  dx  confiante  )  donne  —  dx 

=  ̂ —^ — ii   ^:  d'où  1  on  tire  ME  (  z^-^y)  =   _^^^  • 
Or  la  nature  de  la  courbe^  A/ étant  donnée,  l'on  aura  des 

valeurs  de  dy   &  ddy  zn  dx"^  lefquelles  étant  fubftituées 

(Jans^!^^;^^,  donneront  pouriW^  une  valeur  entièrement 

connue  &  délivrée  des  difFérences.  Ce  qui  étoit  propofé. 
Il  eft  évident  que  la  courbe  quipaflepar  tous  les  points 

Cj  eft  la  dévelopee  de  la  courbe  A  M  i  6c  comme  l'on  en 
a  traité  exprès  dans  la  Sedion  cinquième ,  il  feroit  inutile 

d'en  donner  ici  des  exemples  nouveaux. 

Proposition      V. 

Problème. 

^5°'  U  EUX   lignes  quelconques  AM,  BN  étant  données  Fig.  u-r. 
avec  une  ligne  droite  M  N  qui  demeure  toujours  la  même  i  on 
fuppofe  que  les  extrémités  M,  N  de  cette  ligne  gliffent  conti- 

nuellement le  long  des  deux -autres ,  d^  l'on  demande  la  courbe 
quelle  touche  toujours  dans  ce  mouvement. 

Ayant  mené  les  tangentes  iV/Z,  2\^7',  &  imaginé  une  au- 
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tre  droite  tnn  infiniment  proche  de  MN,  &  qui  la  coupe 
par  conféquent  au  point  C  où  elle  touche  la  courbe  dont 

il  s'agit  de  déterminer  les  points.  Il  eft  clair  que  la  droite 
MN^  pour  parvenir  en  w«,  a  parcouru  par  [es  extrémités 
les  petites  portions  Af/^,  Nn  des  lignes  ̂ iW,i)iV^  ieCquelles 
font  communes  à  caule  de  leur  infinie  petiteffe,  aux  tan- 

gentes TA^jT'iV;  de  forte  que  l'on  peut  concevoir  que  la 
ligne  AiN"  pour  parvenir  dans  la  fituation  infiniment  pro- 

che mn ,  ait  glifle  le  long  des  droites  T'A/,  TN  données  de 

pofition. 
Cela  bien  entendu ,  foient  menées  fur  NT  les  perpen- 

diculaires MI',  CK  j  foient  nommées  les  données  &  va- 

riables 7'/',  Xi  FM,)>'>  les  inconnues  6c  confiantes  J'/C,  »i 
KC,  :;_i6iia  donnée  Af/Vqui  demeure  par  tout  la  même, 

a.Le  triangle  réftangle  A//'A''donnera/'i\7' =x:  V^^ — yy^ 
&i  à  caufe  des  triangles  femblablesi^^i'il/,  A^/CC,  l'on  au- 

ra NF  [^aa—yy  ) .  PM  (y  )  .•;  NK[u  —x  —  '^aa—yy)- 

KC(z)  —   uy—x)^ —     j^^j.  j^  £Jiff(irence  donne  aaudy ^  ̂         y»*  —  yy     ■^ 

—  aaxdy —  aaydx  -t-y-dx  =  aady — yydyVaa  —yy  :  d'où. 

en  faifant  Vâa^—yy  =  m  pour  abréger,  l'on  tire  FK  («—  x) 
^  >»>d^  ̂ mmyàx  ^ m^^mm.  ̂ ^  mettant  pour  ydx  fa  va. 

leur  xdy  ,  à  caufe  des  triangles  femblables  mRM-,  MPT-^ 

&  partant  il/C=^2.^^^2iî- ce  qui  donne  cette  conftru- 
(ftion. 

Soit  menée  TE  perpendiculaire  fur  MN^  &  foit  priiè 

MC  ==  NE  :  je  dis  que  le  point  C  fera  celui  qu'on  cher- 
che. Car  à  caufe  des  triangles  rédangles  femblables 

MNP,rNE,  l'on  aura^A^  {a).NP{m)  :;NT{m-i-x}, 

NE  ou  MC  ==  — ^ —  . 

Autre  manière.  Ayant  menéT^  perpendiculaire  fur  Aif'JV, 
&  décrit  du  centre  Cles  petits  arcs  ilf  6",  NO,  on  nommera 
les  données  NE,ri  ET,  s;  MN,  a  ;  &  l'inconnue  CM,  t. 
On  aura  Sm  on  On:^dir;èi,  les  triangles  rédangles  fem- 
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blables  JVf£r&»25Af,ÎV£7'&  MOiV,  CAf5  &  CiVO  donne. 

ront  ME{r~a).  ET  {s)  ■.■.m^{dt)  .SM—  ̂ ^."txNE  (r). 

ET  {s)::nO{dt).ON='-^.  Yx  MS  —  270  (^^^). 

MS  (^'^^)  :•■  MN{a)  .  MC  [t)  =  r.  Ce  qui  donne  la 
même  conftruclion  que  ci-defTus. 

Si  l'on  fuppofe  queles  lignes ^JVf,i?iV fuient  des  droi- 
tes qui  faflènr  encr'elles  un  angle  droit  ;  il  eft  vifible  que 

la  courbe  cherchée  eft  la  même  que  celle  de  l'article  ip. 

Proposition       VI. 

Problême. 

Ij'9'  o OIENT  données  trois  lignes  quelconques  L  j  M,  N  ;  Fig.  118. 
Ô'  foient  entendues  de  chacun  des  points  L  ,  l  de  la  ligne  L 
deux  tangentes  LM  d^LN^  Im  d^ln,  aux  deux  courbes  M 
(^  N ,  une  à  chacune.  On  demande  la  quatrième  courbe  C,  qîd 

ait -pour  tangentes  toutes  les  droites  MN  ,  mn  qui  joignent  les 
f  oints  touchans  des  courbes  M  ,  N . 

Ayant  tiré  la  tangente  LE,^  mené  par  un  de  Tes  points 
quelconque  E  les  perpendiculaires  EF.,  EG  fur  les  deux  au- 

tres tangentes A/Zj  NZ,  on  concevra  que  le  point  /  foie in- 
finimentprès  du  pointZ  i  on  tirera  les  petites  droites  LH, 
ZiC perpendiculaires  fur  ml,  nli  comme  auflî  les  perpen- 

diculaires MP,  mP,  iV^,  nQ^iur  les  tangentes  il/Z,  ml, 

NZ,  ni  y  lefquelles  perpendiculaires  (s'entrecoupent  aux 
points  Pèi^Toat  cela  formera  les  triangles  rectangles 
femblables  £FZ  &  ZHl,  EGL  &c  LKli  comme  auffi  les 

triangles  ZMHSi  MF  m,  LnK  ôc  NQn  rédangles  çnH&C 

m,  KScN,  qui  feront  femblables  entr'eux ,  puifque  les  an- 
$lss ZMH,MPm  étant  joints  l'un  ou  l'autre  au  même 
angle  PMm,  font  un  droit,  On  prouvera  de  même  ,  que 

les  angles  inK,  NSji  font  égaux  entr'eux, 
Celapofé,  on  nommera  le  petit  côté  Afw  du  polygone 

qui  compofe  la  courbe M^du  ;  Ôc les  données EF.,  m-,  EG, 
«5  ilfiV  o\xmn,  a;  MZ  ou  mi,  b  3  NZ  ou  ni,  c  ;  MP  ou 

S  iij 
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w/',/;  A^^oii  «^,  g  (je  prens  ui  les  droites  MP,  NQ^ 
pour  données,  parceque  la  nature  des  courbe'-  Af,  N  etanc 
donnée  par  la  fuppofinon  ,  on  les  pourra  toujours  trou. 

*A;-t.jS.    ver    ),  &c['on  aura.,  1°,  M P{/).  ML  {è)::  Mm{du)  LH 

^~.  1°.  EF  [m)  .  EG  [n)  ::  LH  ("f)  .LK=  ^f 

1°.  LN  on  Ln[c).nS^l  g)  :  :  LK  C"^)  ■  nN^-^. 
4°.  (  menant  MR  parallèle  à  NL  ou  ni)  ml(h) .  In  (c) 

::mM{dtt).  MR  =  '^.   5°.  MR  +  Nn  f^p  +  'f^j?;. 

MR  (^J  ::  MN  (a).  MC  =  ,;^^^.  Cequ'il  fal- 
loit  trouver. 

Si  la  tangente  EL  tomboit  fur  la  tangente  AfZ  ,  il  eft 
clair  que  EF  {m)  deviendroit  nulle  ou  zeroj  &  partant 
que  le  point  cherche  C  tomberoit  fur  le  point  Al.  De 
même  fi  la  tangente  EL  fe  confondoit  avec  la  tangente 

ZNi  alors  EG  (n)  deviendroit  nulle,  &  l'on  auroit  par 
conféquent  A-;C=.«  .-d'où  l'on  voit  que  le  point  cherché  C 
tomberoic  auiîî  lur  le  point  iV.  Et  enfin  Ci  la  tangente  EL 

tomboit  dans  l'angle  GLU  en  ce  cas  EG  (n)  deviendroic 

négative  :  ce  qui  donneroit  alors  MC=  ccfC—li  «  '■<  ̂  ̂"^ 

point  cherché  C  ne  tomberoic  plus  entre  les  points  M  èc 

Jy/',  mais  de  part  ou  d'autre. 
Exemple      I- 

FiG.  iiç).  160.  Supposons  que  les  courbes  A/  5c  7^  ne  falTenc 

qu'un  cercle.   Il  eft  clair  en  ce  cas  que  ̂ ^t",  &/=g; 

ce  qui  donne  AfC=  ~-„^^'°^  ''°"  """'^  "I"'"'  "^  ̂""
""^ 

alors  que  couper  la  droite  Af// en  rai-fon  donnée  de»2a»
 

pour  avoir  le  pomt  cherché  Cj  c'eft  à  dire  en  forte  que MC ,  NC  ::  m .  n. 

Exemple     II. 

161.  S  tf  F  P  o  s  o  N  s  que  les  courbes  M&i  2^  Soient  une 
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Sécflion  conique  quelconque.  La  conftruâion  générale  fe 

peut  changer  en  cette  autre  qui  eft  beaucoup  plus  fim- 

ple,  fi  l'on  fait  attention  à  une  propriété  des  Sedions  coni- 
ques, que  l'on  trouve  démontrée  dans  les  Livres  qui  en 

traitent:  fçavoir  que  fi  l'on  mené  de  chacun  des  points  Z,  / 
d'une  ligne  droite  EZ  deux  tangentes  LMicLN,  Imiilnk 
une  Sédion  conique  5  toutes  les  droites  MN^  mn  qui  joi- 

gnent les  points  touchans,fe  couperont  dans  le  même  point 
C,par  lequel  paiïe  le  diamètre ^C,  dont  les  ordonnées 
font  parallèles  à  la  droite  EL.  Car  il  fuit  de  là,  que  pour 
avoir  le  point  C,  il  ne  faut  que  mener  un  diamètre  qui 
ait  fes  ordonnées  parallèles  à  la  tangente  EL. 

Il  eft  évident  que  dans  le  cercle,  le  diamètre  doit  être 

perpendiculaire  fur  la  tangente  EL'-,  c'eft  à  dire  qu'en  me- 
nant de  fon  centre  A  une  perpendiculaire  AB  fur  cette 

tangente,  elle  coupera  la  droite  MN  au  point  cher- 
ché C. 

R  E   M  A  R  Q^U  E. 

loi.  QJn  peut  par  le  moyen  de  ce  Problême  réfoudre  Fk 
celui  ci  qui  dépend  de  la  Méthode  des  Tangentes. 

Les  trois  courbes  C,  Af,  iV",  étant  données,  on  fera  rou- 
ler une  ligne  droite  MN  autour  de  la  courbe  C,  en  lorte 

qu'elle  la  touche  continuellement;  on  tirera  par  les  points 
M-,N,  oiielle  coupe  les  courbes  M  &.  A'', les  tangente'.  A/Z, 
NL  qui  s'entrecoupent  en  un  point  Z,  lequel  décrit  dans 
ce  mouvement  une  quatrième  courbe  Z/.  Il  s'agit  de  tirer 
la  tangente  LE  de  cette  courbe,  la  pofition  des  droites 
MN,  ML,  NL  étant  donnée  avec  le  point  touchant  C. 

Car  il  ell:  vifibleque  ce  Problême  n'eftque  l'in verfe  du 
précédent,&  qu'ici  AfCeft  donnée  :  ce  qu'on  cherche,  c'efl: 
laraifonde£i?,  ZG,  qui  détermine  la  pofition  de  la  tan- 

gente EL.  C'efl:  pourquoi  fi  l'on  nomme  la  donnée  A/C,  h  i 

l'on  aura  -£^^  =  h:  d'où  l'on  tire  m  =  -J^; 
&  parconféquent  la  tangente  LE  doit  être  tellement  Çu 

tuée  dans  l'angle  donné  AfZG,  que  fi  l'on  mené  d'un  de 
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fes  points  quelconques  les  perpendiculaires  Si?,  EG  fur 

les  côtés  de  cet  angle  , elles  foient  toujours  entr'elles  en 
raifon  donnée  de  éégh  à  accf —  cc/h.   Or  cela  fe  fait  en 

menant  MD  parallèle  à  NZ ,  &  égale  à  ---J'j!^^.^ . 
Il  eft  évident  *  que  fi  les  deux  courbes  iW&  iVne  font 

qu'une  Seclion  conique,  il  ne  faudra  que  tirer  la  tangente 
ZE  parallèle  aux  ordonnées  du  diamètre  qui  palîe  par 
le  point  C. 

Sectiok 
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o. 

Section      IX. 

Solution  de  quelques  Problèmes  qui  dépendent  des 

Méthodes  précédentes. 

Proposition      I. 

Problème. 

Io3'  o  o  I  T  une  ligne cotirhe  AMD  (  AP  =  x  ,  PM  =  y,  Fio.  15 

AB  =  a)  tcSe  que  la  valeur  de  l'appliquée  ̂   foit  exprimée 
far  une  frachon  ,  dont  le  numérateur  £?•  le  dénominateur  de- 

viennent chacun  zéro  lorfque  x  =  a,  ceftadire  lorfque  le  point 
P  tombe  fur  le  point  donné  B.  On  demande  quelle  doit  être 
alors  la  valeur  de  ̂ appliquée  BD. 

Soienc  entendues  deux  lignes  courbes  ANB,  COB,  qui 
avenc  pour  axe  commun  la  ligne  AB ,  de  qui  foient  telles 

que  l'appliquée  FAI  exprime  le  numérateur,  &  l'appli- 
quée PO  le  dénominateur  de  lafradion  générale  qui  con- 

vient à  toutes  les  PM:  de  forte  que/'iV/=  — ^ — .  Ileft 

clair  que  ces  deux  courbes  fe  rencontreront  au  point  Bï 

puif^ueparlafiippolîtion  P2Vdc  /"O  deviennent  chacune 

zéro  lorfque  le  point  P  tombe  en  B.  Cela  pofé ,  fi  l'on 
imagine  une  appliquée  6d  infiniment  proche  de  BD,  Sc 
qui  rencontre  les  lignes  courbes  ANB,  COB  aux  points 

/,  g  ;  Ion  aura bd  =  d?Jii:f ,  laquelle  *  ne  difFérepas  de  BD,  *Art.  z. 

Il  n'efl  donc  queftion  que  de  trouver  le  rapport  de  bg  à 
hf.  Or  il  eft  vifible  que  la  coupée  v^/'  devenant  AB-,  les 
appliquées  PU,  PO  deviennent  nulles,  Se  que ^7'  deve- 

nant ^^,  elles  deviennent  .'■■f.bg  D'où  il  fuit  que  ces  ap- 
pliquées, elles  mêmes i^/,  bg,  font  la  différence  des  appli- 

quées en  B  Scb  par  rapport  aux  courbes  ANB .  COB i  &c 

partant  que  fi  l'on  pren  I  ladiffcrence  du  numérateur,  iJi 
qu'on  la  divife  par  la  difFcieace  du  dénominateur,  après T 
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avoir  fait  x=^=^^  ou  ̂ ^, l'on  aura  la  valeur  cherchée 

de  l'appliquée  ̂ J  ou  i/D.  Ce  qu'il  falioit  trouver. 

Exemple    I. 

^^4-  Soit;^'''^^;-''^"^  Il  eft  clair  que  lorf- 
queAr=^,  le  numérateur  &  le  dénominateur  de  la  fra- 

ction deviennent  égaux  chacun  à  zéro.    C'eft  pourquoi 

I  on  prendra  la  différence  — — =-=-- —  rx/—  du  nume- 

rateur,  6c  on  la  divifera  par  la  différence — -^^rj  du  dé- 

nominateur ,  après  avoir  fait  x  =  a^  c'eft  à  dire  qu'on  di- 
vifera —  ̂ adx  par  —  ̂ dx  i  ce  qui  donne  ̂ a  pour  la  va- 

leur cherchée  de  £D. 

Exemple     II. 

l6j.  S  o  I  T^  =  ̂ ^f^^-  On  trouve;/  =  2a,  lorfquc 
X  =  a. 

On  pourroit  réfoudre  cet  exemple  fans  avoir  befoin 
du  calcul  des  différences,  en  cette  forte. 

Ayant  ôté  les  incommenfurables,  on  aura  aaxx  -^-zaaxy 

—  axyy  —  2a^x-^ a*  -^ aayy  —  .2,i?y=o,  qui  étant  divifé 
par  a;  — a,  fe  réduit  à  <«.:ïa;  — a'-\-2aay  —  ayy^^  oi  èc  fub- 
ftituant  a  pour  x,  il  vient  comme  auparavant^  =  2<«. 

L  E  M  M  E. 

FiG.  131.  166.  O  OIT  une  ligne  courbe  quelconque  BCG,  avec  une 
ligne  droite  AE  qui  la  touche  au  point  B,  (^  fur  laquelle 

[oient  marqués  a  difcrètion  deux  -points  fixes  A ,  E.  Si  l'on 
fait  rouler  cette  droite  autour  de  la  courbe ,  en  forte  quelle  la. 
touche  continuellement  ;  il  eft  clair  que  les  point  fixes  A  ,  E 
décriront  dans  ce  mouvement  deux  courbes  AMD  ,  ENH.  Si 

l'on  mené  à  prèfent  D  L  parallèle  à  A  B^  g^  qtti  faffe  far  confe- 

quent  avec'ÙY^(  fui  Inquelle  je  fuppofe  Ut  droite  KL  lorfqu  elle 
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touche  la  courbe  BCG  en  G  )  l'angle  KDL  êg^d  à.  l'angle 
AOD  fait  pat  les  tc^ngentcs  ̂ «  B  ,  G  ;  ̂  que  l'on  décrive 
comme  on  voudra  ̂   du  centre  D  l'arc  KFL  : 

Je  dis  queUY..  KFL  ::  AE.  AMD  dr  ENH.  fcavoir  -t- 
lorfque  le  -point  touchant  tombe  toujours  entre  les  points  de  cri- 

vans  ,  éf  —  lorfc^  u'il  les  latffc  toujours  du  même  cote. 

Car  fuppofant  que  la  droite  ̂ £  en  roulant  autour  de 
la  courbe  £CG  foit  parvenue  dans  les  pofitions  MCN^ 

mCn  infiniment  proches  l'une  de  l'autre  ,  &  menant  les 
rayons  DF,  Z)/paralleles  à  CM^  Cm .-  il  eft  clair  que  les  fé- 

deurs  DF/,  CMm,  CNn  feront  femblables  j  6c  qu'ainfi  DF. 
F/::  CM  .  Mm  ::  CiV.  Nn  .•;  CM:±  CN' on  AE.  Mm±.Nn. 
Or  comme  cela  arrivera  toujours  en  quelqu'endroit  que  fè 
trouve  le  point  touchant  C,  il  s'enfuit  que  le  rayon  DK  eil 
à  l'arc  KFL  fomme  de  tous  les  petits  arcs  Ffr.  AE .  AMD 
rt  ̂ yV-f/fommede  tous  les  petits  arcs  iVfw±.iV».  Ce  qu'il falloit  démontrer. 

Corollaire    I. 

167.  Xl  eft  vifible  que  les  courbes  AMD  ,  ENH  fonc 
formées  par  le  dévelopement  de  la  même  courbe  BCGi 

èc  qu'ainfi  la  droite  AE  eft  toujours  perpendiculaire  fur 
ces  deux  courbes  dans  toutes  les  pofitions  où  elle  fe  ren- 
contre:  de  forte  que  leur  diftance  eft  par  tout  la  même  ; 

cequi  eft  la  propriété  des  lignes  parallèles.  D'où  l'on  voit 
qu'une  ligne  courbe  AMD  étant  donnée,on  peut  trouver 
une  infinité  de  points  de  la  courbe  ENH  fans  avoir  be- 
foin  de  fa  dévelopée  ̂ CG,  en  menant  autant  de  perpen- 

diculaires que  l'on  voudra  à  cette  courbe,  5c  les  prenant 
toutes  égales  à  la  droite  AE. 

Corollaire    II. 

îéo.  3  I  la  courbe  BCG  a  ks  deux  moitiés  JBC,  CG  en- 

tièrement femblables  &  égales,  &:  que  l'on  prenne  les 
droites  BA,  GH' égales entr'elles  ;  ileft  clairque  les  cour- 

bes .^^iWD,  ENH  feront  femblables  Se  égales,  en  forte 
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qu'elles  ne  difFéreronc  que  par  leur  poficion.  D'où  il  fuit 
que  la  courbe  AMD  ferai  l'arc  de  cercle  KFL  r.  ~  AE. 
DK.  c'eft  à  dire  en  raifon  donnée. 

Proposition      II. 

Problême. 

FiG.  152. 1(39.  5  o  I  EN  T  deux  courbes  quelconques  AEV,  BCG  , 

avec  une  troijiéme  AMD  telle  qu  ayant  décrit  par  le  dèvelo-  '' 
fement  de  la  courbe  ïiCG  une  portion  de  courbeEM ,  la  rela- 

tion des  -portions  de  courbes  AE  ,  EM ,  gS  des  rayons  de  la  dè- 
velopée  EC,  MG  fait  exprimée  par  une  équation  quelconque 

donnée.  On  propofc  de  mener  d'un  point  donne  lAfurla  courbe 
Ah/\.D  la  tangente  MT. 

Ayant  imaginé  une  autre  portion  de  courbe  em  infini- 

ment proche  de  EM,  èc  les  rayons  de  la  dévelopéeC^J", 
CmR  5  Soit,  1°.  CH  perpendiculaire  (ur  CE,  èi  qui  rencon- 

tre en  H  la  tangente  £Wdela  courbe  ̂ £K.  z°.MZ  pa- 

rallèle à  C£,  6c  qui  rencontre  en  Z  l'arc  GZ  décrit  du  cen- 
tre TW&du  rayon  AfG.  3°.  G7"  perpendiculaire  fur iWG,6c 

qui  rencontre  en  7"  la  tangente  cherchée  MT. 
On  nommeraenCuiteles  données  A E,  X i  E M,)/ }  CE ,  ui 

GM,zii  CH,  s  3  E  H,  t  -A'arc  GZ,  r:  d'oià  l'on  aura  £f=«/Af, 
Fc  o\xR)n  =  du=  dz^.  Si  les  triangles  réftangles  fembla- 
bles  eFE,  £C£/donneront  CE  (u).  CH  (s)::  Fe(dz^).  FE 

=  — ̂    Et  CE  (u)  .  EH  (t)  ::  Fe  (d^)  .  Ee  (dx)  =  '-^  ' 

*  A,-t.  166.  Or  parle  Ummt* RF-me^^"--'  ̂   ̂ ^mnt RM (RF -me 

-^7ne  —  ME  -*- ME  —  MF )  —  ~-^  d.y  -i-~ .  Donc  à 

caufe  des  triangles  récTiangles  femblables  mRM, MGT,l'on 

aura  mR  (dz.) .  RM  (—  '*"ir"*'  "^7  ̂  ••  -^^  { ̂)  •  GT"  =  r 

j.iî  -t-i^.  Mais  fi  l'on  met  dans  la  difFérence  de  l'é- 

quation  donnée  à  la  place  de  du  &  dx  leurs  valeurs  dz^Sc 

~,  l'on  trouvera  une  valeur  de  dy  en  d;^,  laquelle  étanc 
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fubfticuéedans^,  il  viendra  pour  la  foatangente  cher- 
chée GT  une  valeur  entièrement  connue  &:  dcHvrée  des 

différences.  Ce  qui  étoit  propofé. 

Si  l'on  fuppofe  que  la  courbe  BCG  fe  réuniiïe  en  un  Fig.ijj. 
point  Oi  il  eft  vifible  que  la  portion  de  courbe  AiE  (  j  ) 

fe  change  en  un  arc  de  cercle  égal  à  l'arc  GL  (  r) ,  ëc 
que  les  rayons  CE  (»  ),  GM  (z^)  de  la  dévelopée  de- 

viennent égaux  entr'eux:  de  forte  que  G2",  qui  devient  en 

ce  cas  OT,  fe  trouvera  =y  -*-  -f  -+■  ̂^  • 

Exemple. 

170.  S  o  I  T  j  =  ̂ ;  les  différences' donneront  dy  Fig.  15;. 

__  z  x—xz  ̂   ̂^  prend  *  —  xdz^  au  ÏÏeu  de  -h  xdz,  >  *Art.  S. 

parceque  x  &c  y  croilTant ,  g^  diminue  )  =  ■  ̂  ~  "•'  ~ ,  en 
mettant  pour  dx  fa  valeur  —  j  &  partant  OT  (y  -i-  s 

^^)^y^s^'^^=^^,  en  mettant  pour  f 
fa  valeur^. 

R  E  M  A  R.  QJJ  E. 

lyi'  Si  le  point  <9  tombe  fur  l'axe  ̂ i?,  &que  la  courbe  Fis- 154' 
yiEiy(o\t  un  demi-cerclc;  la  courbe  AMD  fera  une  demi- 

roulette,  formée  parla  révolution  d'un  demi-cercle  ^.SiV 
autour  d'un  arc  égal  ̂ GiVd'un  cercle  décric  du  centre  O, 
&  dont  le  point  générateur  ̂ tombera  dehors,  dedans,  ou 
fur  la  circonférence  du  demi-cercle  mobile  BSN ^  félon 

que  la  données  fera  plus  grande,  moindre,  ou  égale  à  C/^. 
Pour  le  prouver,  &  déterminer  en  même  tempsle  point  B. 

Je  fuppofe  ce  qui  eft  en  queftion,  f^avoir  que  la  cour- 
be AMT>  eft  une  demi.roulette,  formée  par  la  révolu- 

tion du  demi-cercle  BSN,  qui  a  pour  centre  le  point  K 

centre  du  demi- cercle  v^£;>%  autour  de  l'arc  ̂ ci^décric 

du  centre  0;  6c  concevant  que  ce  demi-cercle  ̂ 5' 2V  s'arrê- 
te dans  la  ficuation  BGN  telle  que  le  point  décrivante 

Tiij 
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tombe  fur  le  point  M^  je  mené  par  les  centres  des  cercles 
générateurs  la  droite  OK.  qui  pafTe  par  confequent  par  le 
point  touchant  G  J&:  tirant /C^-£,  j  obferve  que  les  trian- 

gles Oi<:£,  OKM  font  égaux  &  femblables,  puilque  leurs 

trois  côtés  font  égaux  chacun  à  chacun.  D'où  il  fuit 
1°.  Qiie  les  angles  extrêmes  MOK,  EOK  font  égaux  ;  & 
qu'ainfiles  angles  yVfO£,  G05  le  font  auffi  :  ce  qui  don- 

ne GB.  ME  ::  OB.  OE.  1°.  Que  les  angles  M  KO,  EKO  fonc 

encore  égaux  ;&qu'ainfi  les  arcs  GN,  BS ,  qui  les  mefu- 
rent,  ]efontauffi:lamême  chofefe  doit  dire  deleurs  com- 

plémensG^,  S2V,  à  deux  droits;  puifqu'ils  appartiennent 
à  des  cercles  égaux.  Or  par  la  génération  de  la  roulette, 

l'arc  Gi?  du  cercle  mobile  eft  égal  à  l'arc  G.S  de  l'immo- 
bile. J'aurai  donc  SI^.ME  ::0B   OE.  Cela  pelé, 

Je  nomme  les  données  0^,  b  ;  KV  ou  KA ,  c  ;  &  l'in- 
connue KB ,  u.  J'ai  OB  ■^=b-,-c  —  u;  Scies  feâeursfem- 

blables  KEA,  KSN  me  donnent  KE  [c) .  KS  [u]  ::  AE 

(xj.  SN-=  '—.  Et  païtant  OB  fl>-*-c  —u)  .  OE  ( zj 

:  :  SN  (^)  .  'EM(y)  =  ^.^^^^  =  ̂   .  D'où  je  tire 
KB  (u)  =  ~^~-  Il  eft  donc  évident  que  fi  l'on  prend 

KB  =  -^^^^,Scqu'on  décrivedes  centres iC&Ole  demi- 
cercle  BS N'&cVa.rc  BGNï  la  courbe ^.MZ)  fera  une  de- 

mi-roulette décrite  par  la  révolution  du  demi- cercle 

i?5  A'' autour  de  l'arc  BG2V,  &  dont  le  point  décrivant  A 
tombe  dehors,  dedans,  ou  furla  circonférence dece  cer- 

cle, félon  c[ue  KF'fcJeù.  plus  grand  ,  moindre,  ou  égal  à 

KB  (——)■,  c'eft  à  dire  félon  que  a  eft  plus  grand ,  moin- 
dre, ou  égal  à  OV (b). 

Corollaire     I. 

171.  Il  eft  clair  que  EM  (y)  .  AE  [x]  r.  KB^OE{uz.). 

OB^KV{bc-^cc — uc).  Or  fi  l'on  fuppofe  que 05  devien- 
ne infinie  ;  la  droite  OE  le  fera  auffi  ,  6c  deviendra  pa- 

rallèle à  OB  -,  puifqu'elle  ne  la  rencontrera  jamais  j  les 
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arcs  concentriquesiJGiV,  i:iW  deviendront  des  droites  pa- 

rallèles entr'elles,  &  perpendiculaires  fur  OB.OE  :  &C  alors 
Ja  droite  £7Vf  fera  à  l'arc  ̂ £.;iCiî.ivK.parceque  les  droi- 

tes infinies  OE,  0  B  ne  différant  entr'elles  que  d'une  gran- 
deur finie,  doivent  être  regardées  comme  égales. 

Corollaire     II. 

173*  L)e  ce  que  les  angles  iWiCO,-EivO  font  égaux,  il  fuit 
que  les  triangles  MKG,  EKB  feront  égaux  Se  femblables  ; 

&  qu'ainfi  les  droites  A/G,  £^font  égales  entr'elles.  D'où 
l'on  voit*  que  pour  mener  d'un  point  donné  jW  fur  la  rou-  *vfw.  45. 
lette,  la  perpendiculaire  AfGj  il  n'y  a  qu'à  décrire  du  cen- 

tre O  l'arc  ME,  Se  du  centre  Màe  l'intervalle  EB  un  arc  de 
cercle  qui  coupera  la  bafe  BGN  en  un  point  G ,  par  où  &c 

par  le  point  donnéil/ l'on  tirera  la  perpendiculaire  requife. 
Corollaire     III. 

^74'  l^  N  point  G  étant  donné  fur  la  circonférence  du 

demi-cercle  mobile^GiVj/î  l'on  veut  trouver  le  point  M 
de  la  roulette  fur  lequel  tombe  le  point  décrivante  lorf- 
que  le  point  donné  G  touche  la  bafe,  il  ne  faut  que  pren- 

drel'arci'iVégal  à  l'arc i?G,  payant  tiré  le  rayon  iCi'qui 
rencontre  en  £  la  circonférence  AEV,  décrire  du  centre 

O  l'arc  EM.  Car  il  eft  évident  que  cet  arc  coupera  la 
roulette  au  point  cherché  M. 

Proposition     III. 

Problcmc. 

175*^  OIT  une  demi.roulette  KMD  décrite  par  la  révolu-  Fig. 135.1; 

tlon  du  demi-cercle  BGN  autour d! un  arc  éyil  BGN  d'un  au- 
tre cercle  ̂   en  forte  que  les  parties  révolues  BG  ,  BG  foi  eut 

toujours  égales  entr'elles  j  fait  le  point  décrivant  M  pris  fur  le 
diamètre  BN  dehors^  dedans ,  ou  fur  la  circonférence  mobile 
BGN.  On  demande  le  point  M  de  la  plus  grande  largeur  de 

la  demi-roulette  par  rapport  a  fan  axe  OA. 

Suppofant  que  le  point  M  foit  celui  qu'on  cherche ,  il 
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eft  clair  ''^  que  la  tangente  en  M  doit  être  parallèle  à  l'axe 

6*  1' ,  &  qu'ainfi  la  perpendiculaire  MG  à  la  roulette,  doit 
ccre  auilî  perpendituiaire  fur  l'axe  qu'elle  rencontre  au 
point  F.  Ceia  poië  ,  iî  l'on  mené  OK  par  les  centres  des 
cercles  générateurs,  elle  pa(Iera  parlepoint  touchantG; 

&  fi  l'on  tire  A.Z  perpendiculaire  fur  MG ,  on  formera  les 
angles  cgaux  G/v  £.,  GOB-  Se  partant  l'arc  IG  qui  eft  le  dou- 

ble de  la  mefure  de  l'angle  G/CZ,  fera  à  l'arc  G  3  mefurc 
de  l'angle  GOB,  comme  le  diamètre  ̂ TVeft  au  rayon  OB. 
D'où  il  (uitque  pour  déterminer  furie  demi-cercle  BGK 
le  point  G  ,  où  il  touche  l'arc  qui  lui  fêrt  de  bafe  lorlque 
]e  point  dëi  rivant  yW  tombe  iur  celui  de  la  plus  grande 

largeur  -,  il  faut  couper  le  demi-cercle  BGN  en  un  point 

G,  en  forte  qu'ayant  tiré  par  le  point  donné  M  la  corde 
/G,  l'arc  /G  (oie  à  l'arc  ̂ G  en  raifon  donnée  de  Z? .V à  O^. 
La  queftion  fe  réduit  donc  à  un  Problême  de  la  géomé- 

trie commune  qui  fe  peut  toujours  réfoudre  géométri- 
quement lorfque  la  raifon  donnée  eft  de  nombre  à  nom- 

bre; mais  avec  le  fecuurs  des  lignes  dont  l'équation  efl: 
plus  ou  moins  élevée,  félon  que  la  raifon  eft  plus  ou 
moins  compofee. 

Si  l'on  fuppofe  que  le  rayon  OB  devienne  infini,  com- 
me il  arrive  lorfque  la  baie  /^G.V devient  une  ligne  droi- 

te ^  il  s'enfuit  que  l'arc  IG  (era  infiniinenc  petit  par  rap- 
port à  l'arc  GB-  D'où  l'on  voit  que  la  fécante  MIG  de- 
vient alors  la  tangente  MT^  lorfque  le  point  décrivant 

M  combe  au  dehors  du  cercle  mobile  j  &  qu'il  ne  peut  y 

avoir  de  point  de  plus  grande  largeur  lorfqu'il  tombe  au dedans 

Lorfque  le  point  JW  tombe  fur  la  circonférence  en  .A^, 
il  ne  faut  que  divifer  la  demi  circonférence  EGN  en 
raifon  donnée  de  BN  à  OB  au  point  G.  Car  le  point  G 
ainfi  trouvé,  (era  celui  où  le  cercle  mobile  BGN  tou- 

che la  bafe ,  lorfque  le  point  décrivant  tombe  fur  le  point 
cherché. 

Lemme 
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L  E   M  M   E       I  I. 

176.  n  N  tout  triangle  BAC,  dont  les  angles K'QC,  ACB,  Fi«-  m- 
é^  CAD  complément  h  de  un  droits  de  l'angle  obtus  BAC, 
font  infiniment  petits  i  je  dis  que  ces  angles  ont  même  rapport 
entreux  que  les  chtès  AX,  AB,  BC,  aufquels  ils  font  oppofez^. 

Car  fi  l'on  circonfcric  un  cercle  au  tour  du  criangle^^C, 
les  arcs  y^C,  ̂ B,  BAC,  qui  mefurenc  les  doubles  de  ces 

angles,  feront  infiniment  petits,  6c  ne  différeront*  point  *-drt.  3. 
par  conféquent  de  leurs  cordes  ou  foutendantes. 

Si  les  côtés  AC,  AB.,  BC  du  triangle  BAC,  ne  font  pas 

infiniment  petits,  mais  qu'ils  ayent  une  grandeur  finie  :il 
s'enfuit  que  le  cercle  circonfcrit  doit  être  infiniment 
grand  ;  puifque  les  a.rcsAC,  AB,  BAC,  quiont  unegran. 
deur  finie ,  doivent  être  infiniment  petits  par  rapport  à  ce 

cercle,  étant  les  mefures  d'angles  infiniment  petits. 

Proposition     IV". 
Problême. 

•^77'  lui '^  s  mêmes  chofes  étant  posées  >  il  faut  déterminer  fur  Fig.  ijj. 
chaque  perpendiculaire  MG,  le  point  C  où  eSe  touche  la  dé-  'J''' 
velopée  de  la  roulette. 

Ayant  imaginé  une  autre  perpendiculaire  wg  infini- 
ment proche  de  MG,  6c  qui  la  coupe  par  conféquent  au 

point  cherché  C,  on  tirera  ladroiteGwîi  6c  ayant  pris  fur 
la  circonférence  du  cercle  mobile  le  petit  arc  Gg  égal  à 

l'arc  Ggde  l'immobile, on  mènera  lesdroites  Afg, /g,iCg, 
Og.  Cela  pofé,  fi  l'on  regarde  les  petits  arcs  Gg,Gg  comme 
de  petites  droites  perpendiculaires  fur  les  rayons  ̂ g,(9g,  il 
eft  clair  que  le  petit  arc  Gg  du  cercle  mobile  tombant  fur 

l'arc  Gg  de  l'immobile,  le  point  décrivant  Af  tombera  fur 
m,  en  forte  que  le  triangle  GMg  fe  confondra  avec  le 

triangle  Gmg.  D'où  l'on  voit  que  l'angle  MGm  efl:  égal  à 
rangIegGg=GyCg-t-G0g5  puifqu'ajoûtantdepart  6c  d'au- 

tre les  mêmes  angles  KGg,OG(r^on  en  compofe  deux  droits. 
Or  nommant  les  données  OGj^jivG,<^fiGAf  ou  G/«,  m\ 

Y 
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*  Art.  176.  G/  OU  /g ,  «  j  l'on  trouve ,  1°, *0G.  KG  :  -•  GKg .  GOg.   Et 
OG  (h)  .OG-i-GK  ou  OK  (b  -h  a)  :  :  GKg .  GKg  -+-  GOg 

*  Ibid.    ou MGm=:^-^GKg. i°,*Ig.MJ::GMg.MgI.^Ig±MI 

ou  MG (mj.lg  fnj  .•:  GMg ±MgZ  oa  Glg ou  \GKg . GMg 

*  Ibid.     ou  Gmg  =  ~  GKg.  3°.  *  L'angle  MCw  ou  MGm  —  Gmg 

(W^GKgJ  .  Gmg  (~GKgJ::  Gm  (m).GC 

■^^^^^  Et  par  conféquent  le  rayon  cherchéiWC 
bmn 

■ —  xarh  -t-  2^^ 

de  la  developee  fera  =  ,^^  ̂   ,f,»,  -  ̂ .«  • 

Si  l'on  fuppofe  que  le  rayon  OG  [b)  du  cercle  immo- 
bile devienne  infini,  fa  circonférence  deviendra  une  li- 

gne droite;  &  en  effaçant  les  termes  2amm,  zam.,  parce- 

qu'ils  font  nuls  par  rapport  aux  autres  zbmm ,  zbm  —  bn  , 
Ion  auraiW^C  =  ̂ m  —  n' 

C  O  R  O  L  LAI  RE     I. 

178. D  E  ce  que  l'angle  MGm  =  ̂—g~  GKg,  6c  de  ce 

que  les  arcs  de  différens  cercles  font  entr'eux  en  raifon 
compofée  des  rayons  ôc  des  angles  qu'ils  méfurent  j  il  fuit 
que  Gg .  Mm  :  :  KG  x  GKg .  MG  x  ~-  GKg.  Et  par  con- 

féquent auffi  que  KG  x  Mm  =  ̂ -^  MG  x  Gg >  ou  (ce  qu. 

eft  la  mêmechofe)quei<:GxiWOT.AfGxGg::  OK{a-¥b). 

OG  {b) .  qui  efb  une  raifon  confiante.  D'où  l'on  voit  que 
la  dimenfion  de  la  portion^A/  de  la  demi  rou]ette>^il/Z>, 

dépend  de  la  fomme  des  MG  x  Gg  dans  l'arc  GB  5  &  c'efl: 
ce  que  M.  Pafcala.  démontré  à  l'égard  des  roulettes  qui 
ont  pour  bafes  des  lignes  droites. 

M.  Varignon  efl;  tombé  dans  cette  même  propriété  pat 

une  voye  très  différente  de  celle-ci. 

Corollaire      II. 

Fis.  155.    179- L  o^sc^UE  le  point  décrivant  Aftombe  hors  de 
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lacirconférence  du  cercle  mobile,  il  arrive  necelTairemenc 

l'un  des  trois  cas  fuivans.  Car  menant  la  tangente  MT, 

le  point  touchant  G  tombera  i°.  Sur  l'arc  r^S,  comme 
l'on  a  fuppofé  dans  la  figure  en  faifant  le  calcul;  6c alors 

MC  CZ'V.htTbn)  furpaiTeratoujoursiW-G (m).  i°.  Surle 

point  touchant  TiSc  l'on  aura  pour  lors  MC(J^2  TUm-hn)    ' 

=w,  puifque/G(»)  s'évanouit.  3°.  Sur  l'arc  TA^J  6i  alors 

la  valeur  de  GI  (n)  devenant  négative  de  poficive  qu'elle 

ctoic,  l'on  aura  MC  ==  ̂ 2^^^i:?=^i^  ;  de  forte  que  MC 

fera  moindre  que  MG{m),  &c  toujours  pofitif.  D'où  il  eft 
évident  que  dans  tous  ces  cas ,  la  valeur  du  rayon  MC  de 
la  dévelopée  eft  toujours  pofitive. 

Corollaire    II î. 

180.  |_oRSQjJE  le  point  décrivant  Af  tombe  au  de-  Fig.  ijtr. 
dans  de  la  circonférence  du  cercle  mobile ,  on  a  toujours 

^^  =  lS.Î^^-I-5  &  il  peut  arriver  que  en  furpafTe 

2^;»-t- ^^w,&  qu'ainfi  la  valeur  du  rayon  MCàe  la  dé- 
velopée fuit  négative;  d'où  l'on  voit  que  lor/qu'elleceflè 

d'être  pofitive- pour  devenir  négative,  comme  il  arrive 
*lorfque  le  point  JWdevient  un  point  d'inflexion ,  il  fout  *A't.  Sp, 
nécefiairement  alors  que  èn^^sam-t-sèmi  &  partant  que 

iV// xiWG  (.««— w»2)  =  i^^^:f^.  Or  fi  l'on  nommela 

donnée  iCAf,  c;  l'on  aura  par  la  propriété  du  cercle  Jl/7x 

^fG{  — ^-j — ~\=^BM  y-MN  [aa — ce)  ce  qui  donne  l'in- 

connue MG{m)  =  y/^-^^'.  Donc  fi  l'on  décrit  du 

point  donné  M  comme  centre,  &  de  l'intervalle  MG 

=  ̂ -"t^"]^/^  un  cercle  ;  il  coupera  le  cercle  mobile  en 
an  point  G,  où  il  touchera  le  cercle  immobile  qui  lui  ferc 
de  ba(e,lorrque  le  point  décrivant  ̂ tombera  fur  le  point 
d'inflexion  /•. 

Vij 
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Si  l'on  mené  MR  perpendiciilairefur^iVi  il  eft  clair  que 

cette  Mci^J-^—^)  ̂ «^"^^  moindre  que  MR  (  V^^IZ^),  & 

qu'elle  lui  doit  être  égale  lorr]ue  b  devient  infinie,  c'eft 
à  dire  lorfque  la  bafc  de  la  roulette  devient  une  ligne 
droite. 

Il  eftà  remarquer,  qu'afin  quele  cercle  décrit  du  rayon 

iV/G  coupe  le  cercle  mobile,  il  faut  que  A/GiurpaffeiWiV", 

c'efl:  à  dire  que  >^  "Aj^A^  furpaffe  a  — r  i  5i  qu'ainfi  KM 

{c)  furpaflè  -^^j,  ■  D'où  il  efl:  maniferte  qu'afin  qu'il  y  ait 

un  point  d'inflexion  dans  la  roulette  AMD  ^  il  faut  que 
/CiWfoit  moindre  queK2V,  2c  plus  grande  que  ̂ ^^. 

Lemme     III. 

FiG.  13S.  181.  ̂ oi-i.t^T  deux  triangles  k'^\3,QYià.qui  ayent  chacun un  de  leurs  cotes  Bb,  Dd  in^niment  petit  par  rapport  aux 

autres  :  je  dis  que  le  triangle  A'&h  cfl  au  triaugle  CDd  en 
raifon  compofee  de  l'an'^le  BAb  à  l'angle  DCd,  (^  du  quarré du  coté  AB  ou  Ab  au  quarré  du  coté  CD  ou  Cd. 

Car  fi  l'on  décrit  des  centres^,  C,  Sc.des  intervalles 
*Art.  i.    ̂ B,  CD,  les  arcs  de  cercles  BE,  DF  i  il  eft  clair  *  que  les 

triangles  ABè,  CDd  ne  différeront  point  des  fedeurs  de 
cercles ABE,CDF.  Donc,  &c. 

Si  les  côtés  AB ,  CD  font  égaux,  les  triangles  ABè, 

CX)^  feront  entr'eux  comme  leurs  angles  B  A  l>,DCd. 
Proposition      V, 

Problême. 

FiG.  15J.  loZ.  Les  mhies  chofes  étant  toujours  pofées  ;  on  demande 
la  quadrature  de  l'efface  iVI  G  B  A,  renfermé  par  les  perpendicu- 

laires MQ,^hàla  roulette, par  l'arc  Q'&,(^par  la  portion  AWi. 
de  U  demi-  roulette  A  MV  ̂ en  fuppofant  la  quadrature  du  cercle. 

L'angle G^;5('j^GiCg)  eftà  l'angle vî/G»«  i'^GKg},, 
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comme* le  petit  tri<ingle  MGg qui  a  pour  bafe l'arc Gg  du  *Art.\'ii. 
cercle  mobile ,  au  petit  triangle  ou  fécleur  G  Mm  '■>  &c  par- 

tant  le  fecleur  G  Mm  =  —  MGg  x  — j-  = — ^  —  MGg 

^lfl^*ph_l4Ggen  nommant  Ml .  />,  Se  mettant  pour  m 

fa.  valeur  />-»-«.  Or*  le  petit  triangle  ou  fécteur  KGg  *Art.  iSt. 
eft  au  petit  triangle  MGg  en  raifon  compofée  du  quarre 

de  KG  au  quarré  de  iV/G,   6c  de  l'angle  G/Cg  à  l'angle 

GMg;  c'efl:  à  dire  ::  aa  y.  GKg  .  mm  x  ̂GKg.S>C  par- 

tant le  petit  triangle  iVfGg  =  ̂   ivGg.  Mettant  donc  cet- 

te valeur  à  la  place  du  triangle  il^Gg  dans  '"^  '^  —  MGg , 

l'on  aura  le  fédeur  GMm=i^:pt  MGg  -+-  ̂ ^^-^-  KGg. 

Maisàcaufedu  cercle, GA/x  Af/  {  /"«  )  =5/'W  x  MJV 

{ce — ^^),qui  eft  une  quantité  confiante,  &  qui  demeu- 

re toujours  la  même  en  quelqu'endroit  que  fe  trouve  le 
point  décrivant  Mi  &  par  conléquent  GMm  -<-  il^Gg  ou 

mGg ,  c'eft  à  dire  le  petit  efpace  de  la  roulette  GMmg 

=  if^  MGg -1-  -""^^^"^~'"'  iCGg. Donc puifque GiV/»2g 

eft  la  différence  de  l'efpace  de  la  roulette  MGBJ,  8i  MGg 
celle  de  l'efpace  circulaire  MGB,  renfermé  par  les  droites 
A-ia,  M  V,  6i  par  l'arc  GB,  &  que  de  plus  le  petit  fedeur  KGg 
eft  la  différence  du  fédeur/CG^i  ils'enfuit*que  l'efpace  de    *An.  j6. 

la  roulette  MGB  A  ̂ "^^  MGB  -t-  ̂^^^"-'"'  KGB- 

Ce  qu'il  falloit  trouver. 
Lorfque  le  point  décrivant  ilf  tombe  hors  la  circonfé-  Fig.  159. 

rence  BGN à\x  cercle  mobile,  &  que  le  point  touchant  G 

tombe  fur  l'arc  iVZ'i  il  eft  vifib!e*que  les  perpendiculaires  *  Art.  iSo. 
MG,  mg  s'entrecoupent  en  un  point  C ,  &c  qu'on  a  pour 
lors  m^=^p  —  n.   D'où  il  fuit  que  le  petit  féclsur  GMm 

=   i,~-MGg  -t-  —^MGg  =-   1   MGg 

r+-  ""'^'tai,"''-  KGg.,  en  mettant  comme  auparavant  pour  le 

V  lij 
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petit  triangle  MGg  fa  valeur  ~  KGg  ;  Sc  partant  que  G  Mm 

—  MGg  ou  mGg ,  c'eft  à  dire  MCm — GCg=  —  ̂ "7'  AfGg 

"*"  ~^««I~~  ̂ '^ê'  ̂ "  mettant  pour/w  fa  valeur ff  —  rf^. 

Or  fuppofantqueT'H'  foit  la  pofition  de  la  tangente  TM 
du  cercle  mobile,  lorfque  fon  point  T  touche  la  bafe  au 

point  ri  il  eft  clair  que  A^Cwz—GCg  ̂ A^crH"— wïgT'iy, 
c'efl:  à  dire  la  différence  de  rerpaceiWGr//,&queiW"Ggell: 

*y4n.ç)S.  celle  dcTVfGr,  de  même  queKGg  celle  de  iiCGr.D.>nc*re£ 

pace  MGTM  =  —  î^^  MGT  h-  ±±1i^EIKkgT. 

Mais,  comme  l'on  vient  de  prouver,  l'efpace  HTBA 

^^■p^MTB-h-^^  m-^-KTBLz  partant  on  aura  tou- 

jours &  dans  tous  les  cas  l'efpace  MGB^(MGTfrjrflTBji) 

^  '^-MTB  —  MGT  ou  MGB  ̂ 'f^^-^^p^  KGT, ■^  KTB  ou  KGB. 

FiG.  ijy.        Donc   l'elpace  entier   Z)  NBA  renfermé  par  les 
deux  perpendiculaires  à  la   roulette  DiV,  BÀ,   par 

l'arc  de  cerde  BGN,  &  par  la  demi  roulette ^AfZ),  efl 

=  ̂ ^^-*-^;^f^^x  KNGB^  puifque  lefédeur  KGB 
&  l'efpace  circulaire  MGB  deviennent  chacun  le  demi- 
cercle  KNGB ,  lorlque  le  point  touchant  G  tombe  au 

point  2V. 
FiG.  i5(?,  Lorfque  le  point  décrivant  yl/ tombe  au  dedans  du  cercle 

mobile,  il  faut  mettre  aa  —  rr  à  la  place  de  ce  —  aa  dans  les 

formules  précédentes; parcequ'alors^Afxil^^JV^rf^ — ce. 
Si  l'on  faitf=^,  l'on  aura  la  quadrature  des  roulettes 

qui  ont  leur  point  décrivant  fur  la  circonférence  du  cer- 

cle mobile  ;  &:  fi  l'on  fuppofê  è  infinie  ,  l'on  aura  la  qua- 
drature de  celles  qui  ont  pour  bafes  des  lignes  droites. 

Autre     Solution, 

Fie.  140.  iS^.  (_)n  décrit  du  rayon  OD  l'arc  DP^,  &des  diamè- 
tres^/^, B^ks  demi-cercles  A£f^,  BSNi  Se  ayant  dçcric 
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à'difcrécion  du  centre  0  l'arc  EM  renfermé  entre  le  demi- 

cercle  ̂ £/^&  la  demi-roulette  ^iWD,  l'on  mené  l'appli- 

quée EF.  Il  s'agit  de  trouver  la  quadrature  de  l'efpace 
y4EM  compris  entre  les  arcs  ̂ E,  EMy  &  la  portion  AM 
de  la  demi  roulette  AMB. 

Pour  cela,  foit  un  autre  arc  em  concentrique  &  infini- 
ment proche  de  EM^  une  autre  appliquée  <?/',  une  autre 

Oe  qui  rencontre  l'arc  ME  prolongé  (s'il  eft  néceflàire  )  au 
point  J".  Soient  nommées  les  variables  Of,  ;^;  VP^  «5  l'arc 
AE^x;  &C  comme  auparavant  les  confiantes  O /y, ̂ 3  KBo\i 
KN^a;  K?^o\x  KA^c-.Von  aura  Fe  =  dx,  Fp=--àu,  OP^=a 

^ù  —  c-^u,  JË''=2CU  — uu,VûrcEM*  =  ̂ ^i Se  p!Lr.* Art.  171. 

tant  le  réclangle  fait  de  l'arc  £Af  par  la  petite  droite  Fe, 

c'eft  à  dire  *  le  petit  efpace  EMme  =  — ^~  ̂.   Or  à  caufe  *Art.  1. 
du  triangle  rédangie  OPE  i  2^=  -^^  -+-  2ab  -+-  hb  —  2ac 
—  2bc  -+-  fc  -t-  zau  ■+■  2bu,  dont  la  difFérence  donne  z^^ 
=  adu  -^-bdu.  iVIettant  donc  cette  valeur  à  la  place  de  z^x^ 

ans  — y~^,  1  on  aura  le  petit  elpace  EMme=^   y^   . 

Maintenant  fi  l'on  décrit  la  dCmi-rouletce  A  HT  par  la 
révolution  du  demi-cercle  ^^^ fur  la  droite /^/'perpen- 

diculaire à  VA,  &C  qu'on  prolonge  les  appliquées  PE,fe 
jufqu'à  ce  qu'elles  la  rencontrent  aux  points  H ,  h  -.  il 

efl:  clair  *que£H'x  P/,  c'eft  à  dire  le  petit  efpace ^/fZ^e  ̂ Art.  172. 

=  x^«  ;  &  qu'ainfi  EMme('''"^'\-^''""^") .  EHhe  [xdu]  ::  aa 
'^ah.bc.  qui  eft  une  raifon  conftante.  Or  puifque  cela 

arrive  toujours  en  quelqu'endroitquefe  trouve  l'arc  £iVf, 

il  s'enfuit  que  la  fomme  de  tous  les  petits  eCpâcesEMme, 
c'eftàdire  l'efpace  ̂ £iVf, eft  à  la  fomme  de  tous  les  pe. 
tits  efpaces  EHhe,  c'eft  à  dire  à  l'efpace  A  EH::  aa  h-  ab. 
hc.  Mais  l'on  a  *  la  quadrature  de  l'efpace  ̂ iJff  dépen-  *Art.  j?. 
dammentde  celle  du  cercle  ;  fie  partant  auffi  celle  de  l'ef^ 
pace  cherché  AEM. 

Ceci  fepeuc  auflî  démontrer  fans  aucun  calcul ,  comme 

j'ai  fait  voir  dans  les  Ades  de  Leypfic  au  mois  d'Aouft  de l'année  1655. 
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On  peut  encore  trouver  la  quadrature  de  l'efpace^f/f 
fans  avoir  recours  à  l'arr.  99.  Car  fi  l'on  achevé  les  réélan- 
^lesPQ^  pq^V  on  zm  9.  (Iq  on  H  R.P pou  Rh  ::  EP.  P  A  QVi 

*  Art.  iS.  H^  piu/que  *.  la  tangente  en  H  efl:  parallèle  à  la  corde 
^£5  &:  partant //(2,^  (2.7-=£/'x /'/,c'efl:  à  dire  que  les  pe- 

tits efpaces  Hdqh ,  EPpe  font  toujours  égaux  entr'eux. 
D'où  il  fuit  que  l'efpace  ̂ /-/j^^  renfermé  par  les  perpen- 

diculaires A,^^  ̂ -i ,  &  par  la  portion  AH  de  la  demi- 

roulette  ̂ HT,  eit  égal  à  l'efpace  APE  renfermé  par  les 
perpendiculaires  v^Pj  PE^  Scpar  l'arc  v^£.  L'efpace  ̂ ^ff/ 
fera  donc  égal  au  rédangle  T'.^moins  le  double  de  l'eC 
pacc  circulaire  APE  ;  c'ell  à  dire  au  réclangle  fait  de  PB 
par  KA  plus  ou  moins  le  rectangle  fait  de  KP  par  l'arc 
j4E  ,  félon  que  le  point  P  tombe  au  deflous  ou  au  deflus 

du  centre.   Et  par  conféquent  l'efpace  cherché  AEM 
an  <^  al> 

'hc 

-FE^  KA^i-^P  >^  AE. 

Corollaire     I. 

^°4*  Lorsque  le  point /"  tombe  en  i^ ,  le  réiflan- 

gle  KP  X  AE  s'évanouit ,  ti.  le  rédangle  PE  >  KA  devient 
égal  au  quarré  àsKA:  d'où  l'on  voit  que  l'efpace ^£jW 

eft  alors  =  "'"-^''  ''jScpar  conféquent  il  efl:  quarrableab- 
folument  &  indépendamment  de  la  quadrature  du  cercle- 

Corollaire     II. 

iSj.  Si  l'on  ajoure  à  l'efpace  AEM  le  fédeur  AKE ^ 
l'efpace  y^A:£^ renfermé  parles rayonsy^iC,iC£,  parl'arc 
EM ,  &  par  la  portion  AM  de  la  demi-roulette  AMD, 

fe  trouve  (lorfque  le  point /'tombe  au  defliisdu  centre.^) 

=   ^i,   AE-^—j^  PExKA,Sc 
■  iihc  -^-  bc 

partant  fi  l'on  prend  P^P{tt)~^X-l^-^''"  (ce  qui  rend  nul ahc 

le  la  valeur  de  ̂"-»-"''^-^-^^^^-'^^"-^'^^« ^^  j ̂  l-^n  aura l'efpace 
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refpace  AKEM=^  ^^^  PE^KA.  D'où  l'on  voit  que  fa 
quadrature  efl  encore  indépendante  de  celle  du  cercle. 

Il  eft  vifible  qu'entre  tous  les  etpuces  A EM  &c  AKEM , 

il  ne  peut  y  avoir  que  les  deux  que  l'on  vient  de  marquer^ 
dont  la  quadrature  foit  ablolue. 

Avertissement. 

Tout  ce  que  l'on  vient  de  démontrer  à  l'égard  des  roulettes 
extérieures  fe  doit  aulji  entendre  des  intérieures ,  c'cft  k  dire  de 
celles  dont  le  cercle  mobile  roule  au  dedans  de  l'immobile  j  en. 
obfetvant  que  les  rayons  KB  (a),  KV  (c)  deviennent  négatifs 

de  fo[itifs  qu'ils  étaient.  C'efi  fotirquoi  il  faudra  changer  duns 
les  formules  précédentes .,  les  fignes  des  termes  où  3.  (jr-  cfe  ren- 

contrent avec  une  dimenfton  impaire. 

R  E  M  A  R.  QJJ  E, 

186.  1^  L  y  a  certaines  courbes  qui  paroiflènt  avoir  un 

point  d'inflexion ,  6c  qui  cependant  n'en  ont  point  ;  ce 
que  je  crois  à  propos  d'expliquer  par  un  exemple,  car 
cela  pourroit  faire  quelque  difficulté. 

Soit  la  courbe  géométrique  NDN ,  dont  la  nature  efl:  Fig.  141. 

exprimée  par  l'équation  2^=.-^'^^^^:-;;^(AP=x,  PN=^:^), 
dans  laquelle  il  efl:  clair  1°.  Q_ae  x  étant  égale  à  a  ;  PN 

(z.)  s'évanouit.  1°.  Que  x  furpafl^ant  a ,  la  valeur  de  j^^efl: 

pofitivC;  £c  qu'au  contraire  lorfqu'il  eft  moindre,  elle  efl; 

négative.  3°.  Que  lorfque  x  =  v'|<»iZ,  la  valeur  de  P2^ 
eft  infinie.  D'où  l'on  voit  que  la  courbe  iVDiV pafle  de 
part  ôc  d'autre  de  fon  axe  en  le  coupant  en  un  point  D 
tel  que  AD  =ai  &c  qu'elle  a  pour  afymptote  la  perpen. 
diculaire  £G  menée  par  le  point  iî  tel  que  ̂ B ^^^V^aa^ 

Si  l'on  décrit  à  prélènt  une  autre  courbe  EDF,  en  for- 
te qu'ayant  mené  à  difcretion  la  perpendiculaire  MPN., 

le  rectangle  fait  de  l'appliquée  i'iVf  par  la  confiante  AD^, X 
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foie  toujours  égal  à  l'efpace  correfpondant  DFN',  il  eft 
vifible  qu'en  nommant  PM^yi  ôc  prenant  les  diffé- 

rences, l'on  aura^Dx  Rm{ady)  =NFpn  ou  NP-n  Pp xxix  —  nadx    i  , 

(" y^,^Z^»~ y  '  ̂   partant   Rm  ( dy ) .  Pp  o\x  RM [dx) 

:  :  PJV.  ̂ D.  D'où  jl  fuit  que  la  courbe  EBF  touche  \'a~ 
fymptotei^G  prolongée  de  l'autre  coté  de  B  en  un  pomc 

JE,&  l'axe^y  au  pointZ)i  &  qu'ainfi  elle  doit  avoir  un  point 

*A>t.  78.   d'inflexion  en  D.  Cependant  on  trouve  *-   ^  pour  la 
valeur  du  rayon  de  fa  dévelopée,  laquelle  eft  toujours 

négative,  6c  devient  égale  à  —  ̂ a  lorfque  le  point  M 

*Art.8i.  tombe  en  Z?  ;  d'où  l'on  doit  conclure*  que  la  courbe  qui 
paflè  par  tous  les  points  M  eft  toujours  convexe  vers 

l'axe  y4P,  &  qu'elle  n'a  pas  de  point  d'inflexion  en  D. 
Comment  donc  accorder  tout  cela?  En  voici  le  dénoue- 
ment. 

Si  l'on  prend  PM  da  même  côté  que  /'2V,  on  formera 
une  autre  courbeGDi^qui  fera  toute  pareille  à  /  D  F,  Se 
qui  en  doit  faire  partie  ;  puilque  (a  génération  eft  la  mê- 

me. Cela  étant  am(î ,  l'on  doit  penler  que  les  parties  qui 
compofent  la  courbe  entière  ne  (ont  pas  ED  F,GDH  com- 

me l'on  s'étoitimaginé,  mais  bien  EDH,  GDF  qui  /e  rou. 

chent  au  point  D  J  car  tout  s'accorde  parfaitement  dans 
cette  dernière  fuppofltion.  Ceci  le  confirme  encore  par 
cet  exemple. 

FiG.  142.  Soit  la  courbe  DMG,  qui  ait  pour  équation  f  =  x'^ 
-+■  aaxx —  è*  CyiP  :=x,  PM=^y).  Il  fuit  de  cette  equa- 
tion  que  la  courbe  entière  a  deux  parties  £DW,  GDF  op. 

poféesl'uneàlautrecomme  l'hyperbole  ordinaire,  en  forte 

que  leur  diflance  Z)D  ou  iA'D  =  V —  2aa  -*-  2V?^^^^. 

FiG.  143.  Si  l'on  fuppofe  quei^  s'évanouifTe,  la  diftance  DD  s'c- 
v«nouira  aKiffi  ;  &  partant  les  deux  parties  EDH,  GDF  fe 

toucheront  au  point  J);  de  forte  qu'on  pourroit  penfer  à 
préfent  que  cette  courbe  a  un  point  d'inflexion  ou  de  re- 
brouflement  en  D ,  félon  qu'on  imagineroit  que  ks  par- 



DES  Infiniment  Petits.  7.  Tart.         1^5 

ties  feroient  £Z)F,GD/f  ou  £DG,iyDi^.  Mais  l'on  fedé- 
tromperoic  aifémenc,  en  cherchant  le  rayon  de  la  déve- 

jlopée  i  car  l'on  trouveroit  qu'il  feroic  toujours  poficif ,  & 
qu'il  deviendroit  égal  à  \a  dans  le  point  Z). 

On  peut  remarquer  en  paffant,  que  la  quadrature  de  Fig.  141. 

l'efpace  D/'iV  dépend  de  celle  de  l'hyperbole  :  ou  (  ce 
qui  revient  au  même)  de  la  rédifîcation  de  la  parabole; 
&  que  la  portion  de  courbe  DMF  fatisfait  au  Problême 

propofé  par  M.  Bemoulh  dans  le  Tome  fécond  des  Sup- 
plémens  des  Aâes  de  Leypfic,  page  291. 

Xij 
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Section    X. 

MoHvclk  manière  de  fe  fervir  du  calcul  des  dijférences 

dans  les  courbes  géométriques  ̂     d'où  l'on  déduit 
la  Méthode  de  M"  DziciLXtcs  &  Hudde, 

D  e'  F  I  N  I  T  I  o  N      I. 

Fie.  144.  C?^  '  ̂   ""^  ligne  courbe  ABB  telle  que  les  parallèles 

145.146.      ̂ /CMiV" à  fon  diamètre  ̂ ^  la  rencontrent  en   deux 
points  iW,  IsTi  &  foitentendue  la  partie  interceptée  MIT 
ou  /"^devenir  infiniment  petite.  Elle  fera  nommée  alors 
la  Différence  de  la  coupée  AP,  ou  KM. 

Corollaire      I. 

I07.  JLo  RSQjJE  la  partie  iWiVou  P^devient  infini- 
ment petite  j  il  ell  clair  que  les  coupées  AP,  AQ_  devien- 
nent égales  chacune  à  ̂ £,  &  que  les  points  AT,  Nk  réu- 

«iflent  en  un  point  Z)  ;  en  forte  que  l'appliquée  EB  eft  la 
plus  grande  ou  la  moindre  de  toutes  fes  femblables  PM , 
NO: 

Corollaire     IL 

loJ.  J^L  eft  clair  qu'entre  toutes  les  coupées  .«^T*,  il  n'y  a 
que  AE  qui  ait  une  différence  ;  parccqu'il  n'y  a  qu'en  ce 
cas  où  P^^devienne  infiniment  petite. 

Corollaire     III. 

I  o9«  o  r  l'on  nomme  les  indéterminées  AP  ou  KM.,  x  i 
PM  ou  AK,y  ;  il  eft  évident  que^iC  (y)  demeurant  la 
même,  il  doit  y  avoir  deux  valeurs  différentes  de  x,  fça- 

voir  KM,  KNow  AP.,  AQ_^Ct^  pourquoi  il  faut  que  l'é- 
quation  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe  ABB  foit  dé- 

livrée  d'mcommenfurables ,  afin  que  la  même  inconnues: 
qui  en  marque  les  racines  (car  on  regarde^  comme  con- 

nue )  puifle  avoir  différentes  valeurs.  Ce  qu'il  faut  obfer- ver  dans  la  fuite. 
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Proposition     I. 

Problcmc. 

19 '^'  J_iA  nature  de  la  courbe  géométrique  AY^'R  étant  don- 
née i  déterminer  la  plus  grande  eu  la  moindre  de  fes  appli- 

quées ED. 

Si  l'on  prend  la  difFérencc  de  l'équation  qui  exprime 
la  nature  de  la  courbe,  en  traitant  v  comme  conftante  , 

&  X  comme  variable  ;  il  eft  clair  *  qu'on  formera  une  nou-  ̂ "-  ̂ ^^' 
veiie  équation  qui  aura  pour  une  de  fes  racines  .v,  une  va- 

leur ylE,  telle  que  l'appliquée -EJ)  fera  la  plus  grande  ou la  moindre  de  toutes  ks  fembiables. 

Soit,  par  exemple,  x'-t-y  =  ̂ xj,  dont  la  différence, 
en  traitant  x  comme  variable  ,  6i  y  comme  conftante  , 

donne  j'Arx^AT  =.*_j'(^;vi  &c  partantj  = —.  Si  l'on  fubfli- 

tue  cette  valeur  à  la  place  àe  y  dans  l'équation  à  la 
courbe  x>  -t-j'=  axy  ;  l'on  aura  pour  x  une  valeur^£ 

=  \a';j2^  telle  que  l'appliquée  ET)  fera  la  plus  grande  de 
toutes  les  fembiables,  de  même  qu'on  l'a  déjà  trouvé  art. 

48. Il  efl:  évident  que  l'on  détermine  de  même  non  feule- 
ment les  points  ÎJ,  lorfque  les  appliquées  ED  font  per- 

pendiculaires ou  tangentes  de  la  courhcADB;  maisaufli 

lorfqu'elles  font  obliques  fur  la  courbe ,  c'eft  à  dire  lorf- 
que  les  points  D  font  des  points  de  rebrouilèment  de  la 

première  ou  féconde  forte.  D'oi!i  l'on  voit  que  cette  nou- velle manière  de  confidérer  les  différences  dans  les  cour- 

bes géométriques  eft  plus  fimple  &c  moins  embarraffinte 

en  quelques  rencontres,  que  la  *  première.  *Sin.  ;• 

R   E    M  A  R  QJU   E, 

I^I-On  peut  remarquer  dans  les  courbes  rebrouffan-   FiG.i4i. 
tes,  que  les  PM  parallèles  à  ̂K.,  les  rencontrent  en  deux 

points  M.,0,  de  même  que  lesiCilf  parallèles  à y^/",  font 
en  M,  2\[:  de  forte  <\\.\eAP{x)  demeurant  la  mème,ji'  a  deux 

Xiij 
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différentes  valeurs  PM ,  PO.  C'efl:  pourquoi  l'on  peut 
traiter  x  comme  conltante,  &cj  comme  variable,  en 

prenant  la  différente  de  l'équation  qui  exprime  la  na- 
ture de  cette  courbe.  D'où  l'on  voit  que  II  l'on  traite 

X  &j/  comme  variables,  en  prenant  cette  différence,  il 

faudra  que  tous  les  termes  qui  multiplient  dx  d'une  part, 
&:  tous  ceux  qui  mulriplient  dy  d'une  autre  part,  foienc 
égaux  à  zéro.  Mais  il  faut  bien  prendre  garde  que  dx  Sc 
dy  marquent  ici  les  différences  de  deux  appliquées  qui 

partent  d'un  même  point,  &:  non  pas  (comme  ci-devanc 
Sed.3.)  la  différence  de  deux  appliquées  infiniment  pro- 
ches. 

Corollaire. 

19^'  S  '  après  avoir  ordonné  l'équation  qui  exprime  la 
nature  de  la  courbe  dans  laquelle  il  n'y  a  que  l'inconnue 
X  de  variable,  l'on  en  prend  la  différence;  il  eft  clair 
1".  QLi'on  ne  fiit  autre  chofe  que  de  multiplier  chaque 
terme  par  l'expofant  de  la  puilîànce  de  x,  &  par  la  diffé- 

rence i.v,  &:  le  divifer  enfuite  par  x.  i°.  Que  cette  divi- 
fion  par  x,  auflî-bien  que  la  multiplication  ̂ zr  dx,  peut 

être  négligée ,  parcequ'elle  eft  la  même  dans  tous  les  ter- 
mes.  3°.  Qiie  les  expofans  des  puiffances  de  x  font  une 

progreffion  arithmétique ,  dont  le  premier  terme  eft  l'ex- 
pofant de  fa  plus  grande  puiffance ,  6c  le  dernier  eft  zéro  ; 

car  on  fuppofè  qu'on  ait  marqué  par  une  étoile  les  termes 
qui  peuvent  manquer  dans  l'équation. 

Soit  par  exemple  a;'  *  —  ayx-^-y'  =  o.  Si  l'on  multiplie 
chaque  terme  par  ceux  de  la  progreffion  "arithmétique  j, 
.2,  z,  oi  l'on  formera  l'équation  nouvelle ^.v'  —  ayx  =  o. 

.\'    *  — ayx  -i-y  =  0. 
7,    2,        j,        0. 

ja;'   *  —  ayx      *   =  0. 

D'où  l'on  tire/  =  ̂ " ,  de  même  que  l'on  auroit  trouvé 
en  prenant  la  différence  à  la  manière  accoutumée. 

Cclafuppofé,  je  dis  qu'au  lieu  de  la  progreffion  arich- 
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métiquej,2,/,o,  l'on  peut  fefervirde  telle  autre  progrefîion 
arithmétique  qu'on  voudra  :?«-(- j,OT-<-2j  W-+-/,  m->ro^  ou  m 
(  l'on  defigne  par  w  un  nombre  quelconque  entier  ou  rom- 

pu, poficiF,  ou  négatif).  Car  multipliant  x'  * — ayx-^y''=  o 
par  A;'",i'on  aura  a;™*'  *,&c.=Ojdont  les  termes  doivent  être 
multipliés  par  ceux  de  la  progreffion  ni-\-^,  m-*-2,  m^i,  7n, 
chacun  par  fon  correfpondant  pour  en  avoir  ladifFcrence. 

nu- 2  m-t-i  î    m        

X  *     —  ayx  -i-  y  X     =  0. 
m-t-^,      m-i-2        m-ir7,  vi. 

wj-t-jA;'"*'       *      — m-t- layx'''*'^  -\-myx"''-=^o. 

Ce  qui  donnera  m  -r  jx"*'  — m-t-  jayx"''^^  -¥my^x^^=oi 

&en  divifant  par  .v",  il  viendra ^"^PJa-' — w-i-  jayx-i-  niy^ 
=  0,  comme  l'on  auroit  trouvé  d'abord  en  multipliant 
fimplement  l'égalité  propofée  par  la  progrcflion  ?«  -+-  /^ 
»«  -t-  1 ,  w  -t-  /  ,  ;«. 

Si  M  = — ^,  la  progreffion  fera  o,  — z,  — ^,  — _?  5  Se  l'équa- 
tion fera  2  ̂ yx — jy*=o.  Si  m= — /,  la  progreffion  fera  2,1,0, 

— ^5  fie  i'équation  2x'' — y^  =  0. 
On  peut  changer  de  fignes  tous  les  termes  de  la  pro- 

greffion ,  c'eft  à  dire  qu'au  lieu  de  0,  — j-,  — 2,  — j,  èc 
2,1,0,  —  /,  l'on  peut  prendre  0,  i,  2,  ̂ ,  de  —  2, —  i,  0,  i  ; 
parcequ'on  ne  fait  par  là  que  changer  de  fignes  tous  les 
termes  de  la  nouvelle  équation  qui  doitctre  égalée  à  zéro. 

Ec  en  effet,  au  lieu  de  2ayx — ^j/'=o,  2.v' — •/'=  0,  l'on  auroit 
—  2ayx-i-  ̂ y^:=o, — 2x^-t-y^=oi  ce  qui  eft  la  même  choie. 

Or  il  ert  vifible  que  ce  que  l'on  vient  de  démontrer  à 
l'égard  de  cet  exemple,  s'appliquera  de  même  maniè- 

re à  tous  les  autres.  D'où  il  fuit  que  fi  après  avoir  or- 
donné une  équation  qui  doit  avoir  deux  racines  égales 

entr'elles,  l'on  en  multiplie  les  termes  par  ceux  d'une 
progreffion  arithmétique  arbitraire ,  l'on  formera  une 
nouvelle  équation  qui  renfermera  entre  fes  racines  une 
des  deux  égales  de  la  première.  Par  la  même  raifon, 
fi  cette  nouvelle  équation  doit  avoir  encore  deux  racines 

égales,  &  qu'on  la  multiplie  par  une  progreffion  arith- 
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métique ,  l'on  en  formera  une  troifléme  qui  aura  entre  fes 
racines  une  des  deux  égales  de  la  féconde  ;  6c  ainfi  de  fui- 

te. De  forte  que  fi  l'on  multiplie  une  équation  qui  doit 
avoir  trois  racines  égales,  parle  produit  de  deux  progref- 

fions arithmétiques,  l'on  en  formera  une  nouvelle  qui  au- 
ra entre  fes  racines  une  des  trois  égales  de  la  première  ;  &c 

de  même  fi  l'équation  doit  avoir  quatre  racines  égales,  il 
la  faudra  multiplier  par  le  produit  de  trois  progreffions 
arithmétiques;  fi  cinq  ,  par  le  produit  de  quatre,  &c. 

C'efl:  li  précifément  en  quoi  confiée  la  Méthode  de M.  Hudde. 

Proposition      II. 

Problème. 

FiG,  147.  i^j,  U)'u  N  foint  donné  T  fur  le  diamkre  AB  ,  ou  du 
point  d^mié  H  fur  KH  parallèle  aux  appliquées'}  mener  Li 
tangente  ThIM. 

Ayant  mené  par  le  point  touchant  A/ l'appliquée  MP^ 
&  nommé  AT^  s  ;  AH^  t;  dont  l'une  ou  l'autre  eft  don- 

née; &c  les  inconnues  AP^x'i  PM.y:  les  triangles  fem- 

blables  TA  H,  TPM  donnerontj)/=  — "^^^  a"  =^  '~^-; 

&:  mettant  ces  valeurs  à  la  place  de^  ou  de  x  dans  l'é- 
quation donnée  ,  qui  exprime  la  nature  de  la  courbe 

AMD^  l'on  en  formera  une  nouvelle  dans  laquelle  j  ou 
.V  ne  fe  rencontrera  plus. 

Si  l'on  mené  à  prélent  une  ligne  droite  TD  qui  coupe  la 
^  droite^/fenG.&lacourbe^AfDendeux  points iV,  D, 

defquels  l'on  abbaillé  les  appliquées  NQj,DBi'i\<^^  évi- 
dent que /-exprimant  ̂ G  dans  l'équation  précédente, ;<;  ou 

y  aura  deux  valeurs  ̂ ^^i?,  ou  NCl-,DB,  lefciuelles  de- 

viennent égales  entr'elles,  fçavoir  à  la  cherchée  AP  ou 

FM  lorfque  t  s-a^r'imcAH,  c'efl:  à  dire  lorfquela  fécante 
TDN  devient  la  tangente  TM.  D'où  il  fuit  que  cette 
équation  doit  avoir  deux  racines  égales.  C'efl:  pourquoi 
on  la  multipHera  par  une  progreffion  arithmétique  ar- bitraire j 
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bitraire  ;  ce  que  l'on  réitérera ,  s'il  eft  néceflaire,  en  mul- 
liplianc  de  nouveau  cette  même  équation  par  une  autre 
progrefîîon  arithmétique  quelconque ,  afin  que  par  la 

comparaifon  des  équations  qui  en  réfultent ,  l'on  en  puifle 
trouver  une  qui  ne  renferme  que  l'inconnue  .v  ou  j,  avec 
la  donnée  j  ou  ̂ .  L'exemple  qui  fuie  éclaircira  fuffifani- menc  cette  Méthode. 

Exemple. 

^94-'  JoiT  ax=  yy  l'équation  qui  exprime  la  nature 
de  la  courbe  ̂ MTi.  .Si  l'on  met  à  la  place  de  x  fa  valeur 

'^^T^-,  l'on  aura^^,&c.  qui  doit  avoir  deux  racines  égales, 
tyy  —  asy  -f-  ast  =  o. 

tyy  *    —  ast  =:  o. 

C'eft  pourquoi  multipliant  par  ordre  ces  termes  par  ceux 
de  la  progreflîon  arithmétique  i^o,  —  /,  l'on  trouvera 
as^=yy=zz  ax;  6c  partant  ylP  {x)  =  s.  D'où  l'on  voie 
qu'en  prenant  ̂ /'—^ri  £c  menant  l'appliquée  PM,  la  li- 

gne TM  fera  tangente  en  M.  Mais  fi  au  lieu  de  ̂ 't  [s], 
c'eft  ̂ H  [t]  qui  eft  donnée,  l'on  multipliera  la  même 
équation/vj',  &c.  par  cette  autre  progrefïïon  o,  z,  2,&  l'on 
aura  la  cherchée /'v\4'  (/)  =  2t. 

On  auroit  trouvé  la  même  conftruclion  en  mettant 

pourj^  fa  valeur  îî^  dans  ax  =yy.  Car  il  vient  ttxx, 
Sec.  dont  les  termes  multipliés  par^  o, — /,  donnent  xx 
^=ssi  &:  par  confëquent  AP{x)  =  s. 

Corollaire. 

^9/'  O  I  l'on  venta  préfcnt  que  le  point  touchant  iWfoit 
donné,  &:  qu'il  faille  trouver  le  point  2"  ou /f,  dans  lequel la  tangente  MT  rencontre  le  diamètre  AB  ou  la  paral- 

lèle AH3.v\x  appliquées  ;  il  n'y  a  qu'à  regarder  dans  la  der- 
nière équation  qui  exprime  la  valeur  de  l'inconnue  at  on 

^  par  rapport  à  la  donnée  s  ou  /,  cette  dernière  comme 
l'inconnue,  ôCa-  ou  j  comme  connue. Y 
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Proposition     III. 

Problême. 

iG.  i^u.  196.  JLa  nature  de  la  courbe  géométrique  AFD  étant  don- 
née; déterminer  fin  point  £  inflexion  F. 

Ayanc  mené  le  point  cherché  F  l'appliquée  TE  avec 
la  tangente  FZ,  par  le  point  ̂ (orignie  desx)  la  parai- 
lelCv^isCaux  appliquées,  &  nommé  les  inconnues Z^,i; 

^iC, ?;  ̂ £,  ."«^ '-£■-?■,  J ••  les  triangles  femblables  Zy^'i':,  Zi:i^ 

donneront  encore  ^  = -^~^^,  ôc  jc  =^^   "- -,  de  forte 

que  mettant  ces  valeurs  à  la  place  de  y  ou  x  dans  l'équa- 
tion à  la  courbe  ,  l'on  en  lormera  une  nouvelle  dans  la- 

quelle^ ou  X  ne  fê  rencontrera  plus,  de  même  que  dans 
lapropofition  précédente. 

Si  l'on  mené  à  préfent  une  ligne  droite  TT)  qui  coupe 
la  droite  AK  en  /f ,  qui  touche  la  courbe  AFT)  en  M,  & 

la  coupe  en  D,  d'où  l'on  abaiiïe  les  appliquées  MP,  DB: 
il  eft  évident  1°.  Que  s  exprimant  ATi  Se  t,  AH  i  l'équa- 

tion que  l'on  vient  de  trouver  ,  doit  avoir  deux  racines 
*■  y^rt.  193.  égales,  r(^avoir*  chacune  à  ̂ P  OU  à  PAf  félon  qu'on  a  fait 

évanouir^  ou  x ,  Sc  une  autre  ̂ j5,  ou  BD.  i°.  Que  .f  ex- 

primant .^Zj  Se  ̂ ,  AK'}  le  point  couchant  M  fe  réunit 
avec  le  point  d'mterfeclion  D  dans  le  point  cherché  F  : 

*.Art.  6-j.  puifque*la  tangente  ZP  doit  toucher  &  couper  la  courbe 

dans  le  point  d'inflexion  F;  Si  qu'ainfi  les  valeurs  y^P,^^ 
de  xo\iPM.,BT>àQy  deviennent  égales  entr'elles,f^avoir 
l'une  êc  l'autre  à  la  cherchée  ̂ £  ou  EF.  D'où  il  fuit  que 
cette  équation  doit  avoir  trois  racines  égalei.  C'eft pour- 

quoi on  la  multipliera  par  le  produit  de  deux  progref- 

fions arithmétiques  arbitaires  5  ce  que  l'on  réitérera,  s'il 
eft  nécefTaire  ,  en  la  multipliant  de  même  par  un  autre 

produit  de  deux  progreffions  arithmétiques  quelconques, 
afin  que  par  la  comparaifon  des  équations  qui  en  réfui- 

tent,  l'on  puifle  faire  évanouir  les  inconnues  s  èc  t. 
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Exemple. 

197*  O  o  iT  ayy  =  xyy  -k-  aax  l'équation  qui  exprime 
la  nature  de  la  courbe -i^fD.  Si  l'on  mec  à  la  place  de >;  fa 

valeur  ̂ ^~  "■  ,  on  formera  l'équation  jy — styy — atyy^  &c. 

$y^  —  styy  -t-  aasy  —  aast  =  o. ■ —  at 

I,         0,  —   /,  —    2. 

/,          2,           I,  o. 

jsy'  -K     —  aasy  *      =:  «?. 

qui  étant  multipliée  par  ̂,  0,  — i,  o,  produit  des  deux  pro- 
greffions  arithmétiques  1,0,  —  /,  —  2,Scj,2,  /,  o,don- 

neyy  =  ~aa  i  £c  mettant  cette  valeur  dans  l'équation  à 

la  courbe ,  l'on  trouve  l'inconnue  ̂ £  {x}  =:\a.Ce  qui 
revient  à  l'art.  68. 

Autre     Solution. 

190'  C-/  N  peut  encore  réfoudre  ce  Problême  en  re-  Fig.  ï^ç). 

marquant  que  du  même  point  Z  ou  iC  on  ne  peut  me-  '5<^' 

ner  qu'une  feule  tangente  LF  ou  KF  ;  parcequ'elle  tou. 
clieen  dehors  la  partie  concave  .^^i?,  Se  en  dedans  le  con- 

vexe i?/);  au  lieu  que  de  tout  autre  point  T'en  .F/,  pris  fur 
^Z  ou  ̂ K  entre  ̂   &  Z  ou  ̂   &  iC,  l'on  peut  mener  deux 
tangentes  TlJ^TDoaHM,  HD,  l'une  de  la  partie  con- 

cave. Se  l'autre  de  la  convexe-,  de  forte  qu'on  peut  confi- 
dérer  le  point  d'mfléxion  F  comme  la  réunion  des  deux 

points  touchans  M&cD.  Si  donc  l'on  (uppofe  que  ̂ 7"  (s) 
oa  AH{t)  foit  donnée,  &  qu'on  cherche* la  valeur  de  x*Art.  194. 
OM  y  par  rapport  à  j  ou  if;  l'on  aura  une  équation  qui 
aura  deux  racines  AP,  AB  ou  Pm^  BD<\m  deviennent 

égales  chacune  à  la  cherchée  AEoaEF ,  lorfquej  expri- 

me.-/Z  5c /-,  AK.  C'ed  pourquoi  l'on  multipliera  cette 
équation  par  uneprogrelïïon arithmétique  arbitraire, ^c. 

Yij 
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Ex  E  M  P  L  E. 

"^99'  OoiT  comme  ci-deffus,  ayy  — xyy^aax',  l'on  aura encore  sf — styy  —  atyy-*-aasy -aasi;=o,  cjiiiérant  mul- 
tipliée par  laprogreffion  arithmëcicjue^,*»,— z,  -^^  dorme 

j'*  —  aay — 5^t?i-=o,  dans  laquelle  j  ne  fe  renconrrc  plus, &qui  a  deux  radnes  megales ,  fçavoir  PM,  BD,  lorfque 
t  exprime  AH,  Ik  deux  égales  chacune  à  la  cherchée  £F 
lorfque  ̂ ^  exprime  AK-  C'eft  pourquoi  multipliant  de 
nouveau  cette  dernière  équation  par  la  progreflion  arith- 
métiqu^e  j-,  2,j-,  o,  l'on  aura  ;jy — aa  =  o  5  &  partant  £F  (^,1 
=  Vjrf^.  Ce  qu'il  falloit  trouver. 

Proposition        IV. 

Problême. 

le.  151.  2,00.  iVJener.  d'an  point  donne  C  hors  une  ligne  coures AMD  une  perpendiculaire  CM  i  cette  courbe. 
Ayant  mené  les  perpendiculaires  MP,  CK  fur  le  diamè- 

tre ÂB,  6c  décrit  du  centre  C  de  l'intervalle  C^/Tun  cer- 

cle ;  il  eft  clair  qu'il  touchera  la  courbe  AMD  au  point  Ai. 
Nommant  enfuite  les  inconnues  ̂ /',xj/'Af,jj  Cil^, ri  6c 
les  connues  AK,  s  j  KC,  t:  l'on  aura  PK  ou  C£  =  s~~x, 
AîE—y-i-fyèi.  à  caufe  du  triangle  rectangle  MEC,y= — t 
•^y/rr  —  ss-^2ix  —  xx ,  .v  =  j  —  s/rr — tt — 2ty  — y  y  :  de 
forte  que  mettant  ces  valeurs  à  la  place  de  ̂   ou  x  dans 

l'équation  à  la  courbe,  l'on  en  formera  une  nouvelle  dans 
laquelle^  ou  x  ne  fe  rencontrera  plus. 

Si  l'on  décrit  à  pré fent  du  même  centre  C  un  autre  cer- 

cle qui  coupe  la  courbe  en  deux  points  i»/,  Z),  d'où  l'on 
abaifTe  les  perpendiculaires  NQ^^  DS  ;  il  efl:  évident  que  r 

exprimant  le  rayon  CNom  CD  dans  l'équation  précéden- 
te ,  X  ouy  aura  deux  valeurs  AQ,  AB  ou  NQ^,  DB  qui 

deviennent  égales  entr'eiles,/çavoiràla  cherchée .^^/T' ou 
PM  lorfque  r  exprime  le  rayon  CM-  D'où  il  fuit  que  cette 
équation  doit  avoir  deux  racines  égales.  C'efl:  pourquoi 
on  la  multipliera,  &c. 
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Exemple. 

■^•^I»  o  o  I T  ax  =  yy  l'équation  qui  exprime  la  nature 
de  la  courbc^^V/Z),  dans  laquelle  mettant  pour /■.Ta  valeur 

j- — y/y^ — ^^ — 2^ — ^y^  ]>yj,^  aura^/ — yy=.ay/rr—ti—2ty'—yy: 

de  forte  qu'en  quarrant  chaque  membre  ,  &  ordonnant 
enfuite  l'équation  ,  l'on  trouvera  /',  &c.  qui  doit  avoir 
deux  racines  égaies  lorfque  j  exprime  la  cherchée  FM. 

y''     *  —  2asjy  -t-  zaaty  -+-  aass  =  0. ûdrr 

aatt 

^y^  *  —  -^^iyy  •+■  2aaty         *      :=^  0. -4-  2aa 

C'eft  pourquoi  on  la  multipliera  par  la  progrellion  arith- 
métique ^,  _,',  2,  J,  o,  ce  qui  donnera  4.'f  —  ^itsy  -t-  2aay 

•+■  2aat=  o,  donc  la  réfolution  fournira  pour  y  la  valeur 
cherchée  MP. 

Si  le  point  donnée  tomboic  furie  diamètre  ̂ ^;  l'on  Fjg.  151, 
auroit  alors /^  =  o,  6c  il  faudroit  efFacer  par  conféquent 
tous  les  termes  où  t  fe  rencontre  ;  ce  qui  donneroit 

jl-ds  —  2aa  =  ̂ yy=^^ax^  en  mettant  pour  j/j/  fa  valeur^-Ar. 
D'où  l'on  tireroit  a;  =  j  —  \a;  c'cft  à  dire  que  fi  l'on 

prend  CF  égale  à  la  moitié  du  paramétre ,  bc  qu'ayant 
tiré  l'appliquée  /'JWperpendiculaire  fur  AB,  l'on  mené  la 
droite  CM,  elle  fera  perpendiculaire  fur  la  courbe  AMD. 

Corollaire. 

201.  J^  I  l'on  veut  à  préfent  que  le  point  il/ foit  donné,  Fig.  15^, 
6c que  le  point  C  foit  celui  qu'on  cherche  ;  il  faudra  dans 
ia  dernière  équation  qui  exprime  la  valeur  de^C  [s)  par 
rapport  à  A  F  {x)  o\x  FM  [y] ,  regarder  ces  dernières 

comme  connues,  6c  l'autre  comme  l'inconnue. 

y  lij 
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De' FINITION      II. 

Si  d'un  rayon  quelconque  de  la  dévelopée  l'on  décrie 
un  cercle  ,  il  kra  nommé  cercle  baifant. 

Le  point  oi;i  ce  cercle  touche  ou  baife  la  courbe,  eft 

appelle  pint  baifint. 

Proposition      V. 

Problème. 

FiG.  IJ3.  20J.  J_^^  nature  de  la  courbe  AMD  étant  donnée  avec  un 
de  fes  f  oints  quelconque  M  3  trouver  le  centre  Cdu  cercle  qui 
la  baife  en  ce  point  M. 

Ayant  mené  les  perpendiculaires  JW/*,  C7>Cfur  l'axe,  & 
nommé  les  lignes  par  les  mêmes  lettres  que  dans  le  Pro. 

blême  précédent  j  l'on  arrivera  à  la  même  équation  dans 
laquelle  il  faut  obferver  que  la  lettre  ,v  ou^ ,  que  l'on  y 
regarde  comme  l'inconnue,  marque  ici  une  grandeur 
donnée  ;  &:  qu'au  contraire  s,  t,  que  l'on  y  regarde  comme 
connues,  font  en  effet  ici  les  mconnues  auflî  bien  que  r. 

Cela  pofé,  il  eft  clair  1°.  Qiie  le  point  cherché- C  fera 

ficué  fur  la  perpendiculaire  MGà.  la  courbe.  2°.  Qiie  l'on 
pourra  toujours  décrire  un  cercle  qui  touchera  la  courbe 
en  Af ,  &.  la  coupera  au  moins  en  deux  points  (  dont  je 

fuppofe  que  le  plus  proche  eft  D  ,  d'où  l'on  abaiiîèra  la 
perpendiculaire!) .5 y  ;  puifquel'on  peut  toujours  trouver 
un  cercle  qui  coupe  une  ligne  courbe  quelconque,  autre 

qu'un  cercle,  au  moins  en  quatre  points,  £cque  le  point 
touchant  Af  n'équivaut  qu'à  deux  incerfections.  3".  Que 
plus  fon  centre  G  approche  du  point  cherché. C,  plus 

aulli  le  point  d'interlection  D  approche  du  point  tou- 
chant ?.4 :  de  forte  que  le  point  G  tombant  fur  le  point 

*  Art. 76.  C,  le  point  D  fe  réunit  avec  le  point  Mi  puifque*.le 
cercle  décrit  du  rayon  CA-f^  doit  toucher  6c  couper  la 

courbe  au  même  point  M.    D'où  l'on  voit  que  s  expri- 
mant ^i^,  5c  ?,  FG ,  l'équation  doit  avoir  deux  racines 

».i//-f.  zoo.   égales ,  f^avoir  ̂^^  chacune  à  AP  ou  PM  félon  qu'on  a  fait 
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évanouir  j  ou  .v ,  &:  une  autre  AB  ou  BB  qui  devient 
auflîégaleà^/'oui'Mlorfque  s  Se  ?  expriment  les  cher- 

chées ^iC,  /CC5  &qu'ainfî  cette  équation  doit  avoir  trois 
racines  égales. 

Exemple. 

2-<^4.  Soit  ax=yy  l'équation  qui  exprime  la  nature  de 
la  courbe  y^MA  £<■  l'on  trouvera*/,  H.C.  qui  étant  mul-  *Art.%o\. 
tipliée  par  S,  ̂,  0^  —  7,  o,  produit  des  deux  pn-greffions 
arithmétiques  ̂ ,  j,^,  ̂ ,  0,^2, 1,0,— 1,-2  donne  S)i\ 
=  2aaty. 

f   *- 

zasyy 

-h 

2aaty  -+-  aass  =  0. 

-h 

aa 
—  aarr 

'h  aatt 

4*     J. 

2, 

/,              0. 

2.       ̂ . 

", 

— 
i-,       —   2. 

8y^    * 
T  tirp  1,1  r hprchi 

'P 

KT  nu    T>V  (  A     lïi 

Si  l'on  veut  avoir  une  équation  qui  exprime  la  nature 
de  la  courbe  qui  palIè  par  tous  les  points  C,  l'on  multiplie- 

ra encore/,  &c.paro,^,^,j,ff,produit  àsi  deux  progref- 

fions  ̂ , ̂ ,  2, z,  Oj  &  <7,  /,  ̂,  ;■,  .:^  i  6c  l'on  trouvera  Sasy  —  ̂ ,iay 
=  6aat:  d'où,  en  fuppofant  pour  abréger  s  —  \a=^  u 

1  on  tirera  j/  =;  i^  ,  &  4/  =  -^^^  =  ^rf/-  ;  &:  partant 

i6ii'^=.2  7att.  D'où  il  fuit  que  la  courbe  qui  paflè  par  tous 
les  points  C,  eft  une  féconde  parabole  cubique,  dont  le 

paramétre  =  ~-^  &  dont  le  fommet  cft  éloigné  de  celui 

de  la  parabole  propofée  de  \a  ;  parceque  u  =  s  —  \a. 
Lorfque  la  pofition  des  parties  de  la  courbe,  voi.lnes  du 

point  donné  M ,  eft  entièrement  feinblable  de  part  6c 

d'autre  de  ce  point ,  comme  il  arrive  lorfque  la  courbure 
y  eft  la  plus  grande  ou  la  moindre  ;  il  s'enfuit  que  l'une 
des  interférions  du  cercle  touchant  ne  peut  fe  réunir 

avec  le  point  touchant ,  que  l'autre  ne  s'y  réunifle  en 
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mêine  temps  :  de  forte  que  l'équation  doit  avoir  alors 
quatre  racines  égaies.  En  effet  fi  l'on  multiplie  y,  &c. 
par  2^.^6,  0^  0,  o,  produit  des  trois  progreffions  arithmé- 

tiques^,  j.,2,^,<7,  ̂   ̂ ,  2,1,  o,  —  /,èc  2,  /,  0,-1, -—2;  l'on 
aura2^y^z=so:  ce  qui  fait  voir  que  le  point  M  doit  tom- 

ber fur  le  fommet^de  la  parabole,  afin  que  la  poficion 
des  parties  voifines  de  la  courbe  foit  femblable  départ  Sc d'autre. 

AuTB.E     Solution. 

ZOJ.  {^  yi  pei^ii;  encore  réfonrlrd^  ce  Problême  en  fe 

fouvenant  que  l'on  a  démontré  dans  l'article  ~6  qu'on 
ne  peut  mener  du  point  cherché  C  qu'une  feule  perpen- 

diculaire CM  à  la  combe  ̂ MD  i  au  lieu  qu'il  y  a  une 
infinité  d'autres  points  G  fur  cette  perpendiculaire  MC, 
d'où  l'on  peut  mener  deux  perpendiculaires  JlfG,  GD  à 
la  courbe.  Si  donc  on  fuppofe  que  le  point  G  ibit  don- 

^rt.  200.  né,  &:  que  l'on  cherche  *  la  valeur  de  x  ou  j  par  rapport 
aux  données  i  &  /  ;  il  eft  vifible  que  cette  équation  doin 
avoir  deux  racines  inégales ,  fçavoir  AP,  A  Bon  PM,BD 

qui  deviennent  égales  entr'elleslorfque  le  point  G  tombe 
fur  le  point  cherché  C.  C'eft  pourquoi  l'on  multipliera 
cette  équation  par  uneprogreffion  arithmétique  quelcon- 

que, &:c. 
Exemple. 

*^irt.ioi.  lo6.  o<PiT  comme ci-deirusrfx=J7j&cl'onaura*^/.&c. 

^y^    *  —  ^aiy  -*-  2aat  =  o. -t-  2aa 

2,       I,  o,      — I. 

Sy^    ■*:  *     —  2aai  =  o. 

qui  étant  multipliée  par  la  progreffion  arithmétique.2,i-jO 

'  Art,  i04.  — -  /j  donne  comme  *  auparavant  t^=^'^. 

C  o  R  o  L- 
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io7.  Il  eft  évident  qu'on  penc  confîdérer  Je  point  F"^. 1^5.154. 

baiiant  comme*  la  réunion  d'un  point  couchant  avec  un  "* -^"^i-  ̂ =5- 

point d'interfeclion du  même  cercle;  ou  bien  comme  *la  *^n-.  105, 
réunion  de  deux  points  touchans  de  deux  cercles  difFé- 

rens  6c  concentriques  :  de  même  que  le  point  d'inflexion 
peut  être  regardé  *comme  la  réunion  d'un  point  touchant  *Art.  ij^î, 
avec  un  point  d'interféftion  de  la  même  droite, ou  *com-  *Art.  ijS. 
me  la  réunion  de  deux  points  touchans  de  deux  difFcren- 

tes  droites  qui  partent  d'un  même  point. 
Proposition       VI. 

Problême. 

Zo3.  Prouver  une   équation  qui  exprime  la  nature  de  Fig.  155. 
la  caujiiquc  KVGY^^  formée  dans  le  qnart  de  cercle  CAMNB, 

far  les  rayons  réfléchis  MH,  N  L ,  é^c.  dont  les  incidens  P  M, 

QN  ,  é^c.  font  -parallèles  ̂   CI3. 

Je  remarque,  i".  Que  Ç\  l'on  prolonge  les  rayons  réflé- 
chisMi^,  iVG,  qui  touchent  la  cauftique  en  F,  G,  jufqu'à  ce 
qu'ils  rencontrent  le  rayon  CE  aux  points  f/,  L  i  l'on  aura 
MH  égale  à  CH ,  &  NL  égale  à  CL.  Car  l'angle  CMH 
==  CMP=  MCHi  &  de  même  l'angle  CNZ  =  CNQ^ =  NCL. 

z".  Que  d'un  point  donné  F  fur  la  cauftique  ̂ PK ,  l'en 

ne  peut  mener  qu'une  feule  droite  MH  qai  foit  égale  à 
CH>  au  lieu  que  d'un  point  donné  D  entre  le  quart  de 
cercle  A  MS  SÎ  la  cauftique  ̂ i^iv,  l'on  peut  mener  deux  li- 
gnesM/J,  JVZ  telles  que  Ai  H==C/f&:iVZ=CZ.  Car  on 

ne  peut  mener  du  point  F  qu'une  feule  tangente  MH; 
au  lieu  que  du  point  i),  on  en  peut  mener  deux  MH,  NL, 
Ceci  bien  entendu , 

Soit  propofé  de  mener  d'un  point  donné  D  la  droite 
MH ,  en  forte  qu'elle  foit  égale  à  la  partie  C/f ,  qu'elle* 
détermine  fur  le  rayon  CB. 
Ayant  mené  MF,  DO  parallèles  à  CE,  Se  MS  parallèle  à 

CA-,  foient  nommées  les  lionnées  CO  ou  RS-,  u;OT),  2^1  AC 
Z 
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ou  Ci?,  dt;  Se  les  inconnues  CPowMS.X;  PMom  CS,y;CH 

ouMH,  r.  Le  triangle  rectangle  JVii'/f  donnera  n=rr — zry 

-^yy  -t-  XX  :  d'où  l'on  tire  CH  (r)  =  îil^ .  De  pins  les 
triangles  femblables  MKH,  JWSf/donneronc  MR  {x — »). 

MS(x)::RD(z^—y).  5i-/=-r~^-  &  partant  'J&^SFl 

OU  CM  =:  — — ~^  =   -^  z=  —  en  mettant  pour  xx 

-t-}y  fa  valeur  ̂ ^z.  D'où  l'on  forme  (en  multipliant  en 
croix)  l'équation ^^^a; — aaut=2z^y — z'uyy  '■> &  mettant  p^nir 
yy  fa  valeur/^^ï — xx^  \\  vizviX. it^iy^^-^a-ax  -»-  ̂ ^i»  —  zuxx  : 
quarrant  enfuire  chaque  membre  pour  ôter  les  incommen- 

furables,  6c  mettant  encore  pourj^  fa  valeur  aa  — xx,  l'oa 
au  ra  enfin  ̂ uux* —  ̂ aaux^ — ^aauuxx  -+-  2a^ux  ■+■  a'*uu=ff, 

-^  a'' 

Or  il  eft  clair  que  u  exprima
nt  

CO;  &  ̂ ,  OT)  J  cette  éga- 

lité doit  avoir  deux  racines 
 
inégale

s,  
Içavoir 

 
C/',  C^\ 

&,  qu'au  contrai
re  

«  exprim
ant  

C£;  ô:  ̂ ,  EF  -.,  Cj^  de- 

vient égale  à  C/',  de  forte  qu'elle 
 
a  pour  lors  deux  racines 

égales.
  
Ceft  pourquo

i  
fi  1  on  multipl

ie  
fes  ternies 

 
par 

ceux  des  deux  progref
fions  arithmé

tiques 
 
^,7,2, 

 
/,  <?,  ôC 

c, /j^,  ̂ ,  ̂ ,  l'on  formera
  
deux  égalité

s  
nouvell

es  
par  le 

moyen 
 
delquei

leson  
trouver

a,  
après  avoir  fait  évanoui

r 

l'incon
nue  

a;,  cette  équatio
n. 

-•'^f 

6 ̂7^  —  ̂ Saai^  -i-  120"  1 
-t-  IQZUU    —  ̂ 6aauu  — - ifo'tiu 

^  i^zn""     ■ —  ̂ Saati'' 

qui  exprime  la  relation  de  la  coupée  CE{u)ï.  l'appliquée 

£F{0-  Ce  qu'il  falloit  trouver. 
On  peut  déterminer  le  point  touchant  2-"  en  fe  fervant 

de  la  Méthode  expliquée  dans  la  huitième  Séâion.  Car 

fi  l'on  imagine  un  autre  rayon  incident  pm  infînimenc 
proche  de  PiW  j  il  eft  clair  que  le  réfléchi  mh  coupera 

MH  au  point  cherché  F,  par  lequel  ayant  tiré  FM  paraK 
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Jele  à  FM,  l'on  nommera  CE,  u }  EF,  ̂ s  CP,  x  j  PM,  y  5 

CM, a:  &  Ion  trouvera  comme  ci-deHus   

=i  22;.  Or  il  efl:  vifible  que  CM,  CE,  EF  demeurent  les  mê- 

<mes  pendant  que  CP  ôc  PM  varient.  C'efl:  pourquoi  l'on 
prendra  la  différence  de  cette  équationen  traitant  a,  u,x^, 
comme  confiantes,  écx,)/  comme  variables  ;  ce  qui  don- 

nera 2uyxxJx  -(-  aauydx  —  aaxxdy  —  aauxiy-^zux'  dy  =  o, 

dans  laquelle  mettant  pour  dx  fa  valeur  — ^  (  que  l'on 
trouve  en  prenant  la  difFerence  de^  =  ̂ »r  —  xx),tcen- 
fuite  pour  yy  fa  valeur  aa  —  xx,  il  vient  enfin  CE  (*  ) 

aa,  ' Si  l'on  fuppofe  que  la  courbe  AMB  ne  foit  plus  un  quart 
de  cercle,  mais  une  autre  courbe  quelconque  qui  ait  pour 

rayon  de  fa  dévelopée  au  point  ikf  la  droite  MC  '^  il  eft 
clair  *que  fa  petite  portion  JVf»2  peut  être  regardée  com-  *  An.  j&. 

me  un  arc  de  cercle  décrit  du  centre  C.  D'où  il  fuit  que 
fi  l'on  mené  par  ce  centre  la  perpendiculaire  CP  fur  le 

rayon  incident  PM,  &c  qu'ayant  pris  C£=:  —  (  CP  =  x, 

CM  =  a),  l'on  tire  EF  parallèle  a  PM j  elle  ira  couper 
le  rayon  réfléchi  iVf// au  point/',  où  il  touche  la  caufti- 
que  AFK. 

Si  l'on  tire  par  tous  les  points  M,  m  d'une  ligne  courbe 
quelconque  .,^^^5,  des  lignes  droites  AfC,  »2C  à  un  point 

fixe  C  de  fon  axe  AC,  èc  d'autres  droites  MH,  mh  termi- 
nées par  la  perpendiculaire  CP  à  l'axe,  en  forte  que  l'an- 

gle CyW  A' =:.-^/C//,  &  Cmh-=-mCh  ;  &  qu'il  faille  trouver 
fur  chaque  MH\q  pointi^où  elle  touche  lacourbe^/'^, 
formée  par  les  interfécT:ions  continuelles  de  ces  droites 

2vIH,  mh.  On  trouvera  comme  auparavant  CFl=^  "" "*'■'■*' 

=  ̂ S-  ••  d'où  l'on  tire  '^^ ^ -v-^j-^y - «^'^  ̂   ̂ ^^  ̂ ^^^ 

la  différence  (  en  traitant  a,  2;^com me  confiantes,  &.v,j/ 

comme  variables)  donne 2A;)/ia'A-  —  uxxydx  —  x''dy-\-ux^dy 
-irxxyvdy  -♦-  uxyydy  —  uy'dx^^oi  Sc  partant  la  cherchée 
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CE  [u)  =  — y'''^"~!l''';t""'^^'^/- .  Or  la  nature  de  laU. ^    '  xxj'dx  —  x<(ly  -^y'nx  —  xjyily  »  «i- 

gne^A/5 étant  donnée,  l'on  aura  une  valeur  dedyendx, 
laquelle  étant /"u'ofticuëe  dans l'expreffion  de  C£,  cette  ex- 
preflionfèra  délivrée  des  différences  ôc  entièrement  con?. 
nue. 

Proposition    VII. 

Problême. 

Fie.  i;5.  109.  J^  o  I  T  u»e  lizne  droite  iniiè^ni^  AO  qni  ait  un 
commencement  fi KC  au  faint  A  ;  fait  entendue  une  infinité  de 

pai'aliolesBVY),  CDG  ̂ iii  aycnt pour  axe  commun  la  droite 
AO,  é^  four  paramétres  les  droites  AB,  hQ  interceptées  entre 
le  point  fixe  k,  é'  leurs  fommets  B,  C.  On  demande  la  nature 
de  la  ligne  AFG  i^ui  touche  toutes  ces  paraboles. 

Je  remarque  d'abord  que  deux  quelconques  de  ces  pa- 
raboles i?FiJ,CDG  fe  couperont  en  un  point  D  fitué  en- 

tre la  ligne  ̂ i?G  6c  Và\cAO  ;  que  yiC  devenant  égal  à 

yîB,  le  point  d'interféâion  D  tombe  fur  le  point  touchant F.   Ceci  bien  entendu  , 

Soi:  propofé  de  mener  par  le  point  donné  T>  une  pa- 

rabole qui  aie  ia  propriété  marquée.  Si  l'on  mené  l'ap- 
pliquée DO,  èc  qu'on  nomme  les  données  v^o,  u;  OD,  K  > 

&  l'inconnue  AB,  x;  la  propriété  de  la  parabole  donne- 
ra AB  X  BO  (  ux  —  xx)  =  DÔ''  { 2^zJ  s  &  ordonnant  l'éga- 

lité, l'on  aura  xx  —  ux  -h  ̂ =0.  Or  il  eft  évident  que 
a  exprimant ^Oi  Scx-,  ODi  cette  égalité  a  deux  racines 

inégaies,  fçavoir^^,  C.^^.-&qu'au  contraire  «exprimant 
yiEl&c^^,  E F  jAC devient  ég^k  à  AB,  c'ed:  à  dire  qu'elle 
a  pour  lors  deux  racines  égales.  C'eft  pourquoi  on  la 
multipliera  par  la  progreflion  arithmétique  7,  o,  — /.-  ce 
qui  donne  x  =^  z^;  &  fubftituant  cette  valeur  à  la  place 

de  .V,  il  vient  l'équation  a  =  ̂ ^  qui  doit  exprimer  la 
nature  de  la  ligne  AFG.  D'oii  Ton  voit  que  >^i^G  eft  une 
ligne  droite  faifant  avec  ̂ 0  l'angle  F.^0  tel  que..,4£eft eft  double  de  £F, 
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Si  l'on  veuc  réfoudre  cette  queftion  en  général ,  de 
quelque  degré  que  puiflcnt  être  les  paraboles  BFD,  ̂ P!^  ' 
on  fe  fervira  de  la  Méthode  expliquée  dans  la  Sédion 
huitième,  en  cette  forte.  Nommant  ^E,  u  ;  EF^  2;.;  AB.,  x  5 

l'on  aura  ir=^x^  yn"  =  z^*"  qui  exprime  en  général 
la  nature  de  la  parabole  BF,  dont  la  différence  donne  (  en 
traitant  u  &c  ;^  comme  confiantes ,  &  x  comme  varia- 

bles )  —m^'û^::^'''-'dx x  V'-+- nx"-'dx  x~F^a;'"=  0  ;& di- 

vifint  par  u — ■x'"~^dx  x  x"~\  il  vient  —  mx  -^nu —  nx 

=  0  :  d'où  l'on  tire  x  =  „,!,„»  j  ̂   partant  u  —  x 

=-^-^f/.  Mettant  donc  ces  valeurs  à  la  place  de»  —  x, 

5c  de  a;  dans  l'équation  générale  j  &  faifant  (  pour  abréger) 

^r^^/-,  ̂ ,=-  q,m^n  =  r,  l'on  aura  ̂ =  ̂ /y. 

D'où  l'on  voit  que  la  ligne  AFG  efl:  toujours  droite,  fl 

compofées  que  puiilent  être  les  paraboles,  n'y  ayant  que 
la  raifon  de  AE  à  EF'  qui  change. 

On  voit  clairement  par  ce  que  l'on  vient  d' expliquer  dans 
cette  SeBion ,  de  quelle  manière  l'on  doitfe  fervir  de  la  Mé- 

thode de  M"  Defcartes  ̂   WyiàAe  pour  réfoudre  ces  fortes  de 

qucflions  lorfque  les  Courbes  font  Géoinétriques.  Mais  l'on  voit 
aulji  en  même  temps  quelle  n'efi  pas  comparable  à  celle  de 
M-  Leibnits ,  que  j'ai  tâché  d'expliquer  a  fond  dans  ce  Traité: 
fuifque  cette  dernière  donne  des  rèfolutions  générales  où  l'au- 

tre rien  fournit  que  de  particulières ,  qu'elle  s'étend  aux  lignes 
tranfcendantes .,  &qu  il  n'efi  point  néceffaire  d'ùter  les  incom- 
menfurables  :  ce  qui  ferait  très  fouvent  impraticable, 

F  I  N. 

A  PARIS,  de  l'Imprimerie  de  J.  Qi'u.i.AU,  Imp.  Jur.  Lib.  dcJ'Unii'. 



PRIVI  LEG'E     DV     ROY. 
LOUl  s  par  la  grâce  de  Dieu ,  Roy  de  France  &  de  Navarre  :  A  nos  améï  & 

fcjuï  Coalcillcrs  les  Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement,  Maîtres  des  Re- 

quêtes ordinaires  de  notre  Hôtel ,  gtand  Confeil,  Prévôt  de  Paris,  Baillifs ,  Se- 

iiefch'Uï  ,  leurs  Lieutenans  Civils  &  autres  nos  Jufticiers  qu'il  appartiendra. 
Salut,  Notre  bien  anic  François  Montalant,  Libiaire  à  Paris,  Nous 

ayant  fait  remontrer  t]u'il  avoir  acquis  un  Ouvrage  intitulé  ;  Anitlyfe  des  In- 
finiment t'eti-.s^  letjuel'  il  dcûteroit  faire  imprimer  &  donner  au  Public  ;  maiï 

comme  il  ne  le  peut  faire  fans  s'engager  à  une  très  grande  dcpenfe,  il  Nous 
auroit  en  confcqucnce  fait  très  humblement  fupplicr  de  lui  accorder  nos  Let- 

tres de  Privilège  fur  ce  necefliiires  ;  A  ces  caufes  voulant  favorablement  ttaiter 

ledit  hxpolant,  &  reconnoîttc  fon  zèle  à  Nous  procurer  un  Ouvrage  auHî 

utile  pour  le  Public  ;  &  voulant  le  dédommager  des  grands  frais  qu'il  eft:  obligé 

de  faire  pour  l'imprcllion  dudit  Ouvrage,  Nous  lui, avons  permis  &  permet- 
tons par  ces  Prefentes  défaire  imprimer leriit  Anal;-fc  des  Infiniment  Petits  en 

tels  Volumes,  forme,  marge,  caraftere  ,  conjointement  ou  féparément ,  &  au- 
tant de  fois  que  bon  lui  fcmblera  ,  &  de  le  vendre,  faire  vendre  &  débiter  par 

tout  notte  Royaume  pendant  le  temps  de  douze  années  confecutives,  à  com- 
pter du  jour  de  la  date  defdites  Prefentes  :Faifonsdéfenfes  à  toutes petfonnes,  de 

quelque  qualité  &  condition  qu'elles  foient,  d'en  introduire  d'impreflîon  étran- 
gère dans  aucun  lieu  de  notre  obéiflance  ;  &  à  tous  Imprimeurs ,  Libraires  Se 

-autres  ,  d'imptimer  ,  faire  imprimer,  vendre,  faire  vendre,  débiter  ,  ni  contre- 
faire ledit  Analyfe  des  Infiniment  Petits  en  tout  m  en  partie,  d'en  faite  aucuns 

Extraits  l'ous  quelque  prctexte  que  ce  (bit  d'augmentation,  correftion,  chan- 
gement de  titfcs  ou  autrement ,  fans  le  contentement  par  écrit  dudit  Expofanc 

ou  de  ceux  qui  au;o;it  dtoitdc  lui,  à  peine  de  confifcation  des  Exemplaires  con- 

trefaits, de  lix  mille  livres  d'amende  contre  chacun  des  contrevenans,  dont  un 

tiers  à  Nous,  un  tiers  à  l'Hôtel  Dieu  de  Paris,  &  l'autre  tiers  audit  Eipofant, 
&de  tons  dépens ,  donmiages  &  interdis  ;  à  la  charge  que  ces  Prefentes  feront 
cnregiftrccs  tout  au  long  Tiir  le  Rcgiftre  de  la  Communauté  des  Imprimeurs 

Libraires  de  Paris  ;  &  ce  dans  trois  mois  delà  daite  d'icclles  ;  que  l'impreffion 
dudit  Livre  fera  faite  dans  notte  Royaume  &  non  ailleurs ,  en  bon  papier,  &en 

beaux  caraéleres  ,  conformément  aux  Reglemcns  de  la  Librairie  j  &  qu'avant 
que  de  l'expofcr  en  vente  il  en  fera  mis  deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothè- 

que publique,  un  dans  celle  de  notre  Château  du  Louvre,  &  un  dans  celle  de 
notre  très-cher  &  féal  Chevalier  Chancelief  de  France  le  Sieur  Voyfîn  ,  Com- 
niandeur  de  nos  Ordres ,  le  tout  à  peine  de  nullité  des  Prelentes  ;  Du  contenu 

defquelles  vous  mandons  S:  enjoignons  de  faire  joiiir  i'Expofanr  ,  ou  fes  ayans 
caufe pleinement  &  paifiblement ,  fans  fouiFrir  qu'il  leur  loit  fait  aucun  trouble 
ou  empêchement.  Voulons  que  la  copie  oefditcs  Préfentes  qui  fera  imprimée 
au  commencement  ou  à  la  hn  dudit  Livre  foit  tenue  pont  dùenient  /îgnifiée, 

&  qu'aux  copies  collationnées  pat  l'un  de  nos  amez  &  féaux  Confeillers  &  Se- 

crétaires foi  foit  ajoutée  comme  à  l'Originai,  Commandons  au  premier  notre' 
Huiflier  ou  Sergent  de  faire  pour  l'exécution  d'icclles  tous  Aétes  requis  &:  necef- 
faires,  fans  demander  autte  petmiiîîon,  ii.  nonobftant  clameur  de  Haro, 
Charte  Normande  &  autres  Lettres  à  ce  contiaires  :  Car  tel  eft  notte  plaiiîr. 

Donnéa  Verfailles  le  douzième  jour  du  mois  de  Décembre,  l'an  de  grâce  mil 
fcpt  cens  quatorze ,  &  de  notte  Règne  le  loixante-  douzième.  Par  le  Roy  en  fou 
Confeil,  FOU etU  ET. 

Reirfjiré  fur  le  Kegijhre  n,  '^.  de  la  Communauté  des  Libraires  ô*  Imprimeurs 

de  Varis  page  906.  »,  II34'  conformément  aux  Keglemens,  ç^  notamment  a  l' Ar- 
refr l'u  1^  Aoujl  lyo),  l'ait àïaris  lei^^anvier  171J, KO  B  US  T  EL,  Syndic, 
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